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CHAPITRE I. 

THfiORIE DES FONCTIONS SYNECTIQUES DE PLUSIEURS 

VARIABLES. 



I. — Preliminaires. 

La th^orie des fonctions de plusieurs variables imaginaircs 
est loin d'etre aussi avanc^e que la theorie des fonctions 
d^une seule variable; c'est k M. Weierstrass que Ton doit 
les premieres tentatives effectu6es pour ^difier cette theorie. 

Un ensemble de plusieurs variables ind^pendantes ^i, 
32, • • •, -5/1 constitue un point [Eine Stelle (Weierstrass)]. 
Si nous supposons que z^^ z>j > • •, Zn^Q meuvent a Tint^rieur 
de contours ferm^s simples C|, C2, • . • , C/^ nous dirons que 
les int^rieurs de ces contours forment le domaine du point 
Zi, Zii * • "> Zn {Umgebung). 

L. — Traite cT Analyse, IV. i 



2 GHAPITRE I. 

Soil D un domalne du point Zt^ Za^ •••, ^ti\ I^ fonc- 
tiony(:;, ^ Z2, . . . , 5/,) sera dlte syneclique dans le domaine D 
en question, si elle I'est par rapport a chaque variable, les 
autres ^tant cens^es constantes, toutes les variables restant 
d^ailleurs contenues dans le domaine D. 



II. — Des fonctions doTOloppables en series entieres. 

Nous appellerons serie enti^re une serie de la forme 

1 "^ "1 ~^ • • • "^~ * rt ~^ • • • » 

Pa, P|, Pa. • • • designant des polyndmes entiers et homogenes 
en Zi, Z2, . . . , z„ respectivement des degr^s 0,1, 2, • . . une 
pareille serie pourra encore s'6crire sous la forme 



2 



^V„V„...'ST[''5t' 



Av,,v,.... designant un coefficient independent de ;;i, ^2, .... 
Bien que nous n'ayons pas expose la th^orie des series triples, 
quadruples, etc., ce que nous avons dit des series doubles et 
de la th^orie de Phyperespace .suffit pour faire comprendre 
que la thdorie des series doubles s'applique aux series mul- 
tiples les plus g^n^rales; nous nous appuierons done, sans 
autres commentaires, sur la ih^orie de ces series dans ce qui 
va suivre. 

Th^oreme I. — Les variables Zi^ Zo, . . ., Zn etant sup- 
posees contenues dans des cercles d , C2, . , . ^On^de rayons 
Ti, r2, • • •» ''/I decrits de Vorigine conime centre, si les 
modules des termes de la serie 






'V„V -^1 Zf. 



sont finis quand mod::, = r, , mod<S2 = ''2? • • • j cette serie 
est convergente dans le domaine Ci, C2, . . ., C/,. 
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Ed effet, la s6rie 



(■>■) 



±(^my 
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dans laquelle on suppose 

Pl<''lt Pl<^J ••• ct pi>o, Pi>o, ..., 

est convergente; cela peal se voir de bien des mani^res et en 
parliculicr en observant que la somme des p premiers groupes 
homogenes de la serie (2) est ^gale au produit 

[-(?;)*(^)'--(r']h(9--(r'] •• 

qui lend vers une limite linie pour/? = 00. 

Soita^ V. lemoduledeAv V. , les nombres a^ v r^'r^«... 
etant finis par hypoth^se, la s6rie 

sera convergente, et par suite la s^rie (1), dont les modules 
sont les divers termes de (3), est elle-m^me convergente 

C. Q. F. D. 

TntoREME II. — Lorsqu' une serie entiere est convergente 
dans iin domaine D compose de cercles decrits de Vorigine 
comme centre, ellereprisente unefonctionsynectique dans 
ce domaine, 

Tfi^:oREME III. — LorsqiL* line fonction /{z^^ z^i . . . , z^) 
est synectique dans un domaine D compose de cercles d , 
Ga, . . . , Crt decrits de Vorigine comme centre avec des 
rayons R^, R2, — , R^, elle est d^veloppahle dans ce 
domaine en serie entiere. 

En effet, consid^rons les points ^1, X2, . • ., x„ contenus 
dans le domaine D, la fonction de t 
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sera synectique par rapport h t dans un cercle d^crit de I'origine 
comme centre avec un rayon un pcu sup^rieur a un, et Ton 
aura 

cp(/) = Cp(0)-4-^f(0)H-...H- -~ -0.'»(0)-i-..., 

1 « ^ • • • # b- 

et, comme I'on salt (t. I, p. i4i)' 



?"<°>=(^^'-^--^^'')"' 



formule symbollque dans laquelle il faut supposer x^ = o, 
^2 = 0, ..• dans les d^riv^es; on en condut le d^veloppe- 
ment de ^{t) 

qui, ayant lieu pour ^ = i , donne 

= /(o, o,..0 + ...H- -1-^77^ (^;^^i+^^^:r,-^...) -v.... 

COROLLAIRE I. — Si 11716 fonCtion f(Z\y -S21 • • •) ^ii) €St 

synectique dans un domaine D composi de cercles C«, 
Ca, •>•) Cn, d^crits autour des points ^i, 02, •••, cin 
comme centres, elle est developpable dans ce domaine en 
sirie de la forme 

Cette condition, suffisante pour que le developpement soit 
possible, n'est nuUement n^cessaire, comme on a voulu le faire 
dire a Cauchy et a ses disciples. 

Corollaire IL — Les coefficients du developpement de 
fi^Kt ^'li • • •) peuvent se mettre sous forme d'int^grales d^- 
finies, ou, ce qui revient au m^me, on peut mettre sous cette 
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forme la d^riv^e > g > ^ de /(j?i, ^2> • • •> ^«)j ^^ effet, 
on a 

air/— I./ «i — ^1 
"^ ••• «......, 

les int^grales 6taiil prises le long des cercles C4 , Ga , . . . , C/,, 
qui forment le domaine D et qui spnt d^crits des points 
;Ci,X2, . . . , J^/^ comme centres avee des rayons que nous 
supposons ^gaux a R,, R2, . . ., R«; on en conclut 

^^^- / ^ / I Y r r f{Zu Z^, ...) dZydz^,,, 

el en particulier, quand ic, = ^2 = • • • = ^/i ^= o> 






(JX-4-p...y ^ 



Si Pen fait 
on trouve 



*a^():rP... K^'^JJJ R*Rg... aipi... 

Cette formule nous sera utile. 

Tb^oreme IV. — Deux series entidres de lajorme 
9a/ 50/1^ igales dans un domaine de dimensions finies, ont 
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mSnie domaine de convergence et reprisentent deux fonc- 
lions egales dans ce domaine; de plus, on a 

Nous laissons au lecteur le soin de faire la demonstration. 

Theorems V. — Une fonction ne peut rester synectique 
dans toute V^tendue du plan; en d'autres termes, une 
fonction quireste monodrome-y monog^ne,Jinie et continue 
pour toutes les valeurs finies de ses variables^ devient 
n^cessairement in/inie pour des valeurs injinies de ses 
variables^ a moins de se reduire d une constants 

Ce theor^me peut se d^montrer directement k Taide de la 
m^thode dej^ employee pour le cas ou la fonction ne depend 
que d'une seule variable; mais on peut aussile d^montrer en 
observant que, si la fonction /( -3 1, zi^ . . ., Zn) ^tait toujours 
synectique m^me k Tinfini, il en serait de m^me de la fonc- 
tion /(^i, ^2, . . ., an) obtenueenattribuant^jSa, ^j, . . ., j3„ 
des valeurs particuli^res ^2,^3, . . • , any ce qui exige que la 
fonction y(z4, aj, . . ., an) soit une constante, c'est-a-dire 

soit independante de Zt. On a done -p- = o, quels que soient 

Ziy a^, . . ., any ou quels que soient z^^ 1^27 • • • ^n ^^y P^i* 
suite, /est ind^pendant de z^. On verrait de m^me qu'il est 
ind^pendant des autres variables : done il est constai^t. 

III. — Theoreme de M. Weierstrass. 

Soitf{zi^ Z2, - . .y Zn) une fonction synectique a. Vinte- 
rieur d^un domaine D contenant le point 

^1 ^ -Sj = . . . ^ Zn = O, 

et nulle en ce point : si la fonction f{z^, o, . . . , o), obtenue 
enfaisantZ2'=Zi=..,^Zn=i odansf(ZiyZ2, ..., z„), n^est 
pas nulle, quel que soit Z|, ilexistera un domaine D' con- 
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tenudans D tet que I* on aura pour les points interieurs a 
ce domaine 

P designant un polyndme entier en z^ a coefficients sy- 
nectiques en z^^ z^, , . . , ;;„ et (f une fo notion synectique 
dans le domaine D' qui ne s^annule pas dans ce domaine. 

Posons, en effet,/=/(5,,.32, "">2n),fo=f{Zi,o, ..., o), 

(0 /i=/o-/; 

la fonction fo a un nombre limits de z^ros dans le domaine D, 
puisqu'elle est synectique et qu^elle n'est pas identiquement 
nuUe; on peut done supposer qu'elle n'a pas de z6ro autre 
que o dans un cercle de rayon pi d^crit de Torigine comme 
centre. La fonction /i, en vertu de (i), est nuUe pour Z2 = o, 
:;3 = o, . . . . 5^ = o, quel que soit Zi ; on peut done supposer 
que, JZ2, Z:ij , . , ^ Zn restant interieurs k un cercle de rayon p 
et 5, ext^rieur a un cercle de rayon po<C P> ^^ ^^^ 

mod/i < mod/o. 

I^ domaine ainsi form6 par la couronne circulaire de rayons 
po et pi et par les cercles de rayons ^gaux a p, a Tint^rieur 
desquels restcnt ^a, -^3, . . . , ^/i, sera le domaine D'. 
Dans ce domaine on a 

iog/=iog(/.-/,)=iog/„-2^ (4)" 

1 
et, en difierentiant par rapport k ^1, 

si Ton suppose /o dc la forme 

dm^'v + «,«+! >«;"+* -4-. . . , 

T d ^^'^ ^^ ^^ forme — -f- §"(^1), g(^^\) designant une serie 
ordonn^e suivant les puissances enti^res de z^^ c^est-a-dire 
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f 

une fonctiou synectique dans le domaine D'; quant ^ ^9 il 
sera d^veloppable sous la forme 

— -hO, 

designant une fonction synectique, ainsi que A, en sorle 

que 51 ~ ( T ) ^^^^ d^veloppable en une double s^rle ordon- 

n^e suivant les puissances enti^res de Z\ et de — a coefficients 

synectiques en .Sj, S3, • . .. Sa d^riv^e par rapport a Z\ sera 

une s^rie de m^me forme ne contenant pas — > en sorte que 
la formule (2) s'^crira 

1 

eo 

On voit que f-^Q^v^f^ sera la partie du ddveloppement 

s 

de ^ j^ qui procfede suivant les puissances de — ; cette partie 

a done pour coefficients des fonctions synectiques d« z^^ 
-^39 • • • y -^/z dans le domaine D'. 

Ceci pos^, en appelant a^, ao, ..• les valeurs de Z\ qui 
annulentyo ^t qui ont un module moindre que celui de Z|, 
on pent ^crire (3) ainsi 



df, ^2, ... designant les degr^s de multiplicity des z^ros 

to 

tti, a2, . . . , et, si Ton observe que g{z^)-\-^OyZ\ est une 


fonction synectique h dans le domaine D', et que Ton pent 

poser 
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on d^duira, en integrant la formule prec^dente, 

Or e^^*^^x est une fonction syneclique que I'on pent appeler «p 
et qui De s'annule pas dans D' ; on a done, dans le domaine D', 

/=P?; 

or P est un polyndme entier en Z|, et ses coefficients sont 

P' 
synectiques en z^, z%, . . . , puisque -5- se d^veloppe en une 

s6rie a coefficients m, Q_2? Q-87 • • • synectiques. Ces coef- 
ficients sont Sa, Sa^, . . . ; les coefficients de P sont des fonc- 
lions enti^res de Sa, Sa^, - . . : done P est bien a coeffi- 
cients synectiques. c. q. f. d. 

II resulte de ce th^or^me de M. Weierstrass que, ^tant 
donn^es des valeurs de ^2, z^, . . . , Znt la valeur de z^^ qu'il 
faut y adjoindre pour annuler la fonction /(zi, -Sa, . . ., Zn), 
dans un domaine form6 de cercles d^crits de Torigine comme 
centre, est racine d'une equation alg^brique P = o a coefTG- 
cients synectiques : cela suppose que /{z^^ o, . • •, o) n'est 
pas identiquement nul, c'est-^-dire que /{z^, z^^ . . .) con- 
tient au moins un terme ind^pendant de ^a^ •••^ Zn\ plus 
gen^ralement, cela suppose qu'il y ait un terme qui ne con- 
tienne qu'une variable. 



IV. — Des diviseors des fonctions synectiqaes. 

Nous dirons que la fonction cp(Z|, z^^ ..., Zn)-, synec- 
tique pour ^4 = ^2 = . . . = 5« = o, est divisible par la fonc- 
tion i({ziy z^^ . * ., Zn), synectique dans le m^me domaine, 
si Ton a 

js d^signant une nouvelle fonction synectique dans ce domaine. 
Quand ^{zt, • • ., Zn) ne s'annule pas au point 

Zi = -3j =:,.,= Zfi ^ O, 
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<p est divisible par ^; dans le cas contraire, -j- est infini, tf ne 

peut pas etre divisible par ^^ a moius que Ton n'ait aussi 
'f (^» o, . . . , o)= o : ce dernier cas doit ^tre examine a part. 
Supposons done cp et ^}/ nuls pour Zi = Z2^=' • >=^ z„= o; 
effectuons la substitution lin^aire 

-Si = Y«i 'i -^ T" ^J -^- • • • -^ Y2« '«» 



de module diflF^rent de z6ro ; les fonctions «f et ^ se transfor- 
meront en d'autres /(^o /a? • • m ^/i) et ^(^i, (2, . . ., ^w). 

Soient 

/o=/('i, o, ..., o), go = g{tiy o, o, ..., o); 

on peut toujours choisir la substitution de telle sorte que/o 
et gQ ne soient pas nuls identiquement; alors, en vertu du 
th^or^me de M. Weiers trass, d^montr^ au paragraphe pr^c6- 
dent, on pourra trouver des polyn6mes P et Q entiers en ti 
et k coefficients synectiques satisfaisant aux ideutit^s 

/=PF, ^=QG, 

F et G d^signant des fonctions synectiques dans le voisinage 
de I'origine. Nous supposerons 

Q = ;« -Hgi«J-» -+-... H-gr„. 

Pour que ^ soil divisible par if^ ilfaut et il sufjit que 
le polyndme P soil divisible par le polyndme Q. 

En eflPet, pour que (p soit divisible par if^ il faut et il suffit 

que/le soit par g^ ou que PF soit divisible par QG, ou enfin 

P F 
que jr -^ soit fini dans un domaine de dimensions finies, con- 
tenant le point ^1 = ^2 = . . . = r^j = o ; or F et G ne sont pas 
nuls a Torigine, ni dans le voisinage de Torigine; pour que 
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•^ resle fini, il faut et il suffit que -^ rcste fini, ce qui exige que 
P soil divisible par Q. 



y. — Sur les points singnliers. 

Nous avons dit que rensemble des valeurs de ;:i , >32, . . . , ^/< 
ou des points repr^sent^s par ces variables constiluait dans la 
th^orie des fonctions de plusieurs variables un point ana- 
lytique. En entendant le mot point dans ce sens : 

Nous appellerons point singulier ou critique d'une fonc- 
tion y(5i, ^2, ..., Zfi) un point ou cette fonction cesse 
d^^tre monodrome, monog^ne, iinie ou continue. 

Nous distinguerons deux especes de. points critiques pour 
les fonctionsy qui restent monodromes, c'est-^-dire qui n'ont 
qu'une seule valeur en chaque point. Soit ai, aa, . . . , a,! un 
point critique; s'il existe une fonction F(Z|, Z2i ..*^Zn) 
synectique en ce point et telle que /F n'ait plus le point 
ai , ^2, . , . ,a„ pour point critique, nous dirons que ce point 
est un point critique ordinaire de /; s'il n'existe pas de 
fonction synectique en a^^ aa, ..., a„, telle que /F n'ait 
plus ce point pour point critique, on dira que le point cri- 
tique en question est un point essentiel pour la fonction/. 

Les points critiques ordinaires peuvent etre des injinis ou 
des points AHndi termination, Puisqu'un point singulier 
ordinaire de la fonction / est un point tel qu'il existe une 
fonction synectique Fjouissantde cette propri^t^que le pro- 

duit ^=/F soit synectique, on en conclut que/= ^; si 

o est different de zero au point critique, / est infini en ce 
point et le point critique sera ce que Ton appelle un infini; 
mais, si <p et F sont nuls a la fois, il pourra arriver que ^ soit 
divisible par F; cependant nous devons faire abstraction de 
ce cas : le point consid^re ne serait pas singulier; cp et F 
pourront se mettre sous les formes Py et QG (apres leur avoir 
fait subir une substitution lineaire, si c'est n^cessaire), P et Q 
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d^signant des polyndmes entiers en ^, k coefficients synec- 
tiques en 1-2, z^y ... et y* ^ d^signant des fonctions synec- 

tiques. Le rapport ~ est bien d^termin^, mais le rapport ^ 

est, en general, ind^termin^ et il depend des rapports des 
variables; on a alors ce que Ton appelle un point d'inditer- 
mination. 

Ajoutons qu'un point d Tinfini pent ^tre singulier; si en 
un point les variables z^^ z^^ • • • sont infinies, le point sera 
dit singulier de m^me esp^ce que le point >3i =: o, ^a = o, ... 

de la fonction /( 7- > - » * • • ) • 

Th^oreme I. — Une serie enti^re, c^est-ct-dire dont les 
differents termes Vq, V|, . . . , Vm? •• • sont des polyndmes 
homogines en z^y Z2y . . . , Zn de degris o, i , a, . . . , m, • . . , 
respectivement et qui reste convergente pour toules les 
valeurs finies de ces variables^ a ndcessairement un point 
essentiel a I ' infin i. 

Posons en eflet 

(0 /(-5i, -^1, . , -5/1) = Vo-+-Vi-+-...-+-V,„-+-...; 

si a rinfini /(^o ...) ne pr^sente pas de point essentiel, 
f\—ry -r> •••> -r ) n'en pr^sentera pas non plus, en suppo- 

sant nulle Tune des variables z'^ c'est-^-dire que/( — > • • • j 
pourra se mettre sous la forme 

(2) Z"^— \ _ ^(-^n -^2^ • • •> ^n) ^ 

\^\ I "(''n -^J* • • • » -^rt) 

G et H d^signant des series enti^res ou, si Ton veul, des fonc- 
tions synectiques i I'origine. Or, si cela etait possible, en po- 
santZi =<2| ^, ^2= ^2^j ••>'5„ = fl/i^et cp(/)=y*(ai t^a^t^ ...), 
(i) deviendrait 

(3) cp(r) = Ao-t-Air-f-...-t-A;„r"»-f-...; 
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^(t) serait synectique par rapport a ^ et pr^senterait en 
general un point essentiel pour t = <x> (nous supposons bien 
entendu, ce qui est possible, les a tels que les A ne soient 

pas identiquement nuls) ; la fonclion /( — , — , •••, — ), e/i, 

r/2, . . . n'^tant pas nuls, serait ^galement dou^e d^un point 

essentiel k Tinfini et/( — - > — - > • • • > — - ) d'un point essentiel 

'^ \ait ait CLat I ^ 

a Torigine. Mais cette fonction s'obtient en faisant 3' = a\ /, 
z^ = a2ij ... dans fl-r^ * * / ' ^^ aurait done 

.( \ I \ G(a,<, a,/, ...} 

•^ \ai/ a%t I H(ai/, aj/, . . .) 

cequi estabsurde siPorigine est un point essentiel, G(<2< ^, ...) 
etH(a4 ty . . .) 6tant des series convergentes ordonn^es sui-t 
vant les puissances croissantes de /. 

THfeoREME II. — Une fonction synectique en chacun de 
ses points, excepti a Vinfini, et qui n*a pas de points 
essentiels mime d Vinfini, est un polyndme entier. 

Une pareille fonction, en effet, est d^veloppable par la 
s^rie de Maclaurin et le d^veloppement doit avoir un nombre 
limits de termes; sans quoi, en vertu du precedent th^oreme, 
la fonclion aurait un point essentiel a Tinfini. 

TntoREME III. — Une fonction toujours synectique, 
excepts en certains points singuliers, et qui n'a pas de 
points essentiels mime d I'infini, est une fonction ration- 
nelle. 

En effet, soit/(3|, ^2, ..•, Za) une fonction sans points 
essentiels, mais synectique, excepte en certains points singu- 
liers; si Ton donne a ^2? • • • > ^n des valeurs fixes, la fonction 
/se r^duira k une fonction synectique de z^y except^ en cer- 
tains points ou elle pourra £tre infinie sans avoir de points 
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essenlieis ; elle sera done rationnelle et pourra se mettre sous 
la forme 



'l**! 



Ao) A|, • • . , Bo, Bf , • . . d^signantdcs fonctions de^2, . . . ,^y,. 

Si, dans cetle formule, on donne ^>3i des valeurs diff^rentes 
en nombre ^gal a /> + ? + i , on aura /? 4- 5^ 4- i equations 
du premier degr6 en Aq, A| , . . . , Bq, B, , ... qui determine- 
ront les rapports de ces quantites a Tune d'elles, ces rap- 
ports d^pendront de fonctions rationnelles des valeurs de 
y(5i, ^2> • • • ? ^n) pour les diverses valeurs de z^ ; ce seront 
done des fonctions synectiques de ^21 •••) ^z?) except^ en 
certains points singuliers non essentiels. 

Consid^rons Tun de ces rapports, ou, si Ton veut, Tune 
des quantites A, B, on verra commc tout ^ Theure qu^elle est 
rationnelle par rapport ^ z^ et que ses coefficients sont synec- 
tiques par rapport a 23, ^4, . . ., ;;;,, except^ en des points 
singuliers non essentiels, et ainsi de suite. Done 

est rationnelle par rapport a toutes ses variables. 

c. Q. F. D. 

VI. — Sur les integraies multiples des fonctions de variables 

imaginaires. 

Le premier qui se soit occup^ des int^grales doubles des 
fonctions de variables imaginaires est M. Marie (XLIV^Cahier 
du Journal de I'Ecole Poly technique. — Sa ih^orie des 
fonctions imaginaires, Comptes rendus, i853). En 1868, 
j'ai fait connaitre une formule analogue a celle de Cauchy et 
qui permet, au moyen d'une int6grale multiple, d'exprimer 
une fonction des solutions de plusieurs Equations simultanees ; 
enfin, MM. Picard et Poincar<^ ont essaye, ce dernier surtout 
{Acta mathematical '887), d'^difier la theorie gen^rale des 
int^grales multiples des fonctions de variables imaginaires. 
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Nous allons analyser son M^moire, en nous bornant au cas 
de deux variables. 

Soii/(xjy) une fonction de deux variables imaginaires :r, j^, 
soil 

imaginons que Ton etablisse enlre 5, r,, 5', W deux relations 
ou, si Ton veut, que Ton pose 

Formons Texpression 

f{x,y)dxdy ^Ax,y){d'^ -^ dr, ^—){d^^J^'^—,) 

nous appellerons integrate double de/{Xyy) dxdy et nous 
designerons par le symbole 



f(^x,y)dxdy 
Texpression 



SI' 



'0 









I'inl^grale double en question est done a priori susceptible 
d'une infinite de valeurs qui dependent de la nature des rela- 
tions etablies entre 5> $'j '1, ^iS s, t. 

Si Ton considere le point d^fini dans Thyperespace (t. Ill, 
p. 182) par les variables 5, tj, 5', r/, ^tablir entre ces variables 
deux relations, c'est les obliger a d^crire une variety a deux 
dimensions, une surface : Tint^grale (i) sera prise le long dc 
cette surface qu'il faudra , pour acbever de d^finir Tint^grale (1 ), 
limiter a un certain contour que Ton se donnera au moyen de 
certaines in^galit^s entre 5 et ^; voil^ done le symbole 



j J f{^,y)dxdy 



l6 GHAPITRE I. 

nettement defini, et il ne nous reste plus qu^a faire connaitre 
ses principales propri^l^s. 

VII. — Sor nne classe particnliere d'integrales doubles. 

Designons i^^vfij une fonction des variables o^i jX^t . . . , jc« 
qui jouira des propri^t^s suivantes 

fij=—fjh fii = o\ 
posons dans cette fonction 

et consid^rons I'int^grale double 

prise- le long d'une certaine surface limil^e par un contour 
ferm6 C, le signed devant s'^tendre k un syst^me de n valeurs 
donn^es aux lettres i ety. On pourra encore ^crire 

cherchons la condition pour que Tint^grale V ne d^pende pas 
de la surface le long de laquelle on int^gre quand le contour C 
reste invariable; a cet effet, imaginons que les x deviennent 

fonctions d'un param^tre a et exprimons que -r- est nul ; on a 

07. J J A^ oxk o% as at 

Nous d^signerons par A, B, C les integrales qui figurent au 
second membre, en sorte que 



in 
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OD a 

Integrant par parties et observant que, surle contour limita- 
teiir de la surface, les x ne varienl pas, 

on irouve de mdme 

ei, par suite, la formule (i) devient, en observant que les 
termes en/ij se d^truisent, 

H ~^J J ^ ^ dxk L^ Us ~di ds ~dr ~di dT Us ~d%] * 
On peut encore ^crire celte formule ainsi 

et alors, pour que -r- soit nul, il faut que le coefficient de 
, — ^-^-jT- le soit, sans quoi on pourrait prendre ce d^ler- 

minant de signe contraire ^son coefficient et rendre -r- n^ga- 

tif. Ainsi, pour que I'int^grale V soit ind^pendante de la 
surface d^integration, il faut et il suffit que Ton ait 

dxk dxi . Oxj 



VIII. — Extension da theoreme de Cauchy. 

Par definition Tint^grale double / f /{x, y) dxdy est, 
L. — TraiU d* Analyse, IV. a 
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comine nous avons vu au § VI, la valeur de Pint^grale ordinaire 

ou, en remplagant/(j:, y) par X 4- Y y/ — i , 

Les quantit^s/iy sont, en posant 

fxi = 0, /is = X /— I — Y, /i4 = — X — Y /— I , 

€t il est facile de voir que les relations analogues a la for- 
niule (2) du paragraphe pr^c^dent sont 

a(X-HYv/in) a(Xv/~7-Y) _ 



lesquelles sont satisfaites en vertu des relations 

'd\_dY ^ __^ 

On pent done dire que : 

Vintegrale f f f{x,y)dxdyest ind^pendante de la sur- 
face le long de laquelle on la p rend, le contour qui limiie 
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cetle surface restant le mime, pourvii que^ en se defor- 
mant, la surface d' integration ne rencontre pas de point 
pour lequel la fonction f cesser ait d^etre synectique. 

Si nous conservons le nom de points critiques aux points 
de I'hyperespace $, $', r,, r/, pour lesquels la fonction / cessc 
d'etre sj^nectique, ces points formeront une surface continue, 
au moins en general, car Tequation 

/(^» ^) = « ou Xi-hYi/— 1 = 
se decompose en deux X| = o, Y| = o entre quatre variables 

Nous bornerons a ces quelques notions la th^orie des int^- 
j^rales multiples, dont il n'a pas encore 6l6 faitbeaucoup d'ap- 
plications. 
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CHAPITRE IL 

THfiORIE DES FONCTIONS ALG^BRIQUES. 



I. — De rirreductibiUte. 

Une ibnction rationnelle de plusieurs quan tiles, a, b,c, ... 
est le quotient de deux polyndmes entiers par rapport a ces 
quantit^s; mais on donne parfois au mot rationnel un sens 
plus restreint : ainsi Ton dit qu\in polyn6ine en a, bf c, ... 
est rationnel quand ses coefficients num^riques sont eux- 
mdmes des nombres rationnels. 

Quand on veut etendre cette acception du mot rationnei, 
on dit quelquefois que Ton adjoint des quantit^s a, ^, 
y, . . . ; un polyn6me qui n'etait pas rationnel daijs le sens 
que nous avons donn6 tout a Theure devient rationnel, s'il 
Pest par rapport a a, 6, c, ... et par rapport aux quantit^s 
adjointes a, p, y, .... 

Par exemple, x- — 2 yjix -\-i n'est pas un polyn6me ra- 
tionnel, mais il devient rationnel, si Ton arf/oi;/i He radical y/2. 

Les quantit^s adjointes peuvent ^tre en nombre infini; on 
peut adjoindre, par exemple, toutesles irrationnelles r^elles ; 
on peut adjoindre tous les nombres, mais non les imaginaires ; 
on peut adjoindre tous les nombres, m^me les nombres ima- 
ginaires. On peut adjoindre a un polyn6me tous ses coeffi- 
cients etm^me leurs racines carrccs, etc. Un polyn6meF(^) 
entier en x est dit irreductible quand il n'admet pas de 
diviseur rationnel. Une equation algebrique F(a:) = o est 
irreductible quand son premier membre est un polyn6me 
irreductible. 
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L'lrr^duclibilite d'un polyn6me ou d'une ^qualion depend 
doncde la mani^re dont on definit les poIyn6mes rationnels. 
Telpolyndme irr^ductible devientimmediatementreductible 
par Vadjonction de certaines quantit^s. 

Par exemple, le polyn6ine x^ — 2 est irr^ductible; mais il 
acquiert les diviseurs rationnels x — \fi et x -r- ^2^ si Ton 
adjoint Tirrationnelle y/2. 

Ainsi, toutes les fois que nous parlerons d^in polyn6me 
ou d'une Equation irr^ductible, il sera sous-entendu que la 
definition des quantitds rationnelles a ^te donn^e avee pre- 
cision. 

Nous commencerons par d^raontrer, ou par rappeler une 
proposition fondamentale sur les Equations irr^ductibles. 

Th£or£me. — Si une iquation alg6briquef{x) = o, dont 
le premier membre est un polyndme f(x) rationnel, admet 
une racine d'une equation irreductible F(x) = o, elle les 
admet toutes, et Von a 

(I) /(^)=[F(^)]''Q, 

q disignant un nombre en tier et Q un polyndme qui ne 
s'annule pas avec F(:r). 

En effet, si /*= o et F = o ont une racine commune, /et F 
ont un diviseur commun D, qui sera n^cessairement rationnel, 
puisqu^on pourra le trouver par la mdthode du plus grand 
commun diviseur qui n'introduit pas d^irrationnalites autres 
que celles qui existent dans y et F et qui sont censees 
adjointes. 

Ce diviseur commun ne peut ^tre que F(^); car, si F(a:) 
avait un diviseur autre que lui-mdme et rationnel, ilne serait 

pas irreductible; de deux choses Tune, ou ^y^etF(:r)n'ont 

pas de diviseur commun, ou F(a:) est encore ce diviseur 
commun, et ainsi de suite; si y(:r) admet le diviseur [F(:r)]y, 
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et si |.p. , n'admet plus de diviseiir commun avec/(:r), on 
aura 

[F(:r)jv "^^ 

Q d^signant un polyndme entier, ce qui d^monlre la for- 
mule (i). 

Le th^oreme en vertu duquel, si une Equation a coefficients 

r^els admet n fois a -f- p \/ — i pour racine, elle admet aussi 

n fois la racine a — p \/ — i , est un corollaire de celui-ci ; dans 
ce cas, 



II. — Des fonctions algebriqnes. 

On appelle fonction algibrique de plusieurs variables 
X\y X2y . . . , oOfi une fonction y de ces variables dont la va- 
leur est donn^e par une Equation irr^ductible 

/(^i, 072, ..., Xn,;y)— o, 

c'est-a-dire telle que/ d^signe un polyn6me entier en Xi, 
X.2, . , ., Xfiy y n^admettant aucun diviseur rationnel par rap- 
port k ces variables. Sont done consid^r^es comme adjointes 
toutes les quantites ind^pendantes de j^i, ^Ta, ..., Xn Gly. 
Nous n'^tudierons gu^re dans ce qui va suivre que les fonc- 
tions alg^briques d'une seule variable; elles sont d^finies, 
d'apr^s ce que Ton vient de dire, par des equations irr^duc- 

tibles de la forme 

f{x,y) = o, 

c'est-^-dire telles quey(2:,y)d^signeunpolyndme qui n'ad- 
met pas de diviseur entier en x tiy, Si/(^, y) admettait un 
tel diviseur, il pourrait se decomposer en facteurs ^{x^ y), 
'l{x, y), . . . irr^ductibles, et alors chacune des Equations 
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servirait a d^finir une fonction alg^brique : toutes ces fonc- 
tions algebrlques seraient en g^n^ral distinctes. 

C*est ce qui ressorlira plus clairement de I'^tude que nous 
allons faire aux paragraphes suivants. Bornons-nous a faire 
observer que les Equations ^ = o, tj; = o ne peuvent d^finir 
des valeurs dey toujours ^gales, quel que soil j:, que si y et 
'} sontidentiques a un facteur constant pris, puisque ces deux 
equations sont irr^duclibles. 

Une fonction algehrique ne peut satisfaire d lafois d 
deux equations irreductibles differentes. 

Sans quoi, ces Equations auraient un facteur commun n^- 
cessairement rationnel, puisqu'il serai t donne par la m^thode 
du plus grand commun diviseur, et ne seraient pas irreduc- 
tibles. 

Uordre d'une fonction alg^brique est Tordre de I'^quation 
irr^ductible qui sert a la definir: cet ordre est compt^ ordi- 
nairement par rapport aux deux variables x etj^, mais on peut 
Testimer quelquefois par rapport k la seule variable y. 

Une fonction alg^brique, d'apr^s ce que Ton a vu (t. Ill, 
p. 348), est continue, monodrome et monog^ne k Tint^rieur de 
tout contour ne contenant pas de point pour lequel T^quation 
irreductible qui la ddfinit acquiert une racine multiple ou 
infinie. 

in. — Theor^me fondamental de Gallois. 
Soient 

(I) /(a?) = o 

une Equation algibrique, x^^ x^^ ..., Xn-\ ses racines; 
soit 

une fonction rationnelle de ces racines qui prenne n\ va- 
leurs distinctes quand on permute les lettres Xq, Xi, . ,. , 
Xn^h'y si les racines Xo^ Xij . . ,^Xn^\Sontinigales,onpourra 
exprimer Xq, x^^ j?2> • • • rationnellement ou moyen de V. 
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[La' fonctlon f{x) n'est pas n^cessairement irr^ductible.] 
En effet, permutons dans V les racines x^^x^y . . . , x„_x de 
toules les manieres possibles, V prendra 1.2.. .(n — 0=1^ 
valeurs distinctes Vq, V|, . . . , \^^k et Tequation 

(V-Vo)(V-V,)...(V-V^-0=o, 

qui aura pour racines V©, Vj, . . . , pourra se mettre sous la 
forme 

(2) F(V, a*o) = o, 

F(V, Xq) d^signant une fonction rationnelle de V et de x©: 
car les coefficients de cette Equation en V sont fonctions 
sym^triques des racines X{^ x^j • . ., X/i-i de T^quation 

el sont rationnels en x^, Mais, I'^quation (2) ayant pour ra- 

cine Vo, on a 

F(Vo, a:o) = o. 

Done Tequalion 

(3) F(Vo,a?)=o 

a pour racine x^ ; les Equations (i) et (3) ont done une racine 
commune. Je dis qu'elles n'en ont qu'une, et, en effet, si elles 
en avaient une autre, x^ par exemple, on aurait 

F(Vo, ar,)=o, 

ce qui est absurde, car on a 

F(V, aro) = (V-Vo)(V-VO... 

et, en changeant^o ^"^ ^\ 6tX| en x^^ 

F(v,xo = (v-v'o)(v-v;)..., 

V'o) V'^, . . . d6signantcequedeviennentVo,Vi, . . . quandon 
permute x^ et x^ . Ges valeurs par hypoth^se sont difT^rentes 
de Vo, V| , . . . , done on ne saurait avoir F( Vq, X| ) = o ; les 
Equations ( I ), (3) n'ont done que la seule racine commune o^o; 
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que Ton pourra trouverpar les m^thodes connues, et qui sera 
fonction rationnelle de V© • on aura de m6me les aulres 
racines. 

Remarque. — jTq, Xi, . . . , x„_i ^tanlfonctions rationnelles 
de Vo, V| sera fonction rationnelle de Vo : on voit done que 
toutes les racines de T^quation F(V, ^o) s'expriment ration- 
nellement au moyen de Tune d'elles. 

Cob OLL AIRE I. — Etant donnees tant de fo actions al- 
gebriques que Von voudra, on pent les considerer comme 
fonctions rationnelles dhine mime fonction algebrique. 

Si les fonctions alg^briques donnees sont distinctes, on 
pourra toujours former une Equation (E) r^ductible ou non, 
admettant ces fonctions alg^briques pour racines et n'ayant 
pas de racines ^gales: il sufGra pour cela de multiplier entre 
elles les Equations irreductibles auxquelles satisfont les fonc- 
tions donnees. L'^quation r^sultante n'aura pas de racines 
egales, car les Equations irreductibles donnees n^ontpas non 
plus de racines doubles; sans quoi elles admettraient des 
diviseurs rationnels fournis par la methode des racines egales; 
les Equations irreductibles en question n^ont pas non plus 
de racines communes, sans quoi elles ne seraient pas dis- 
tinctes, et Ton n'emploiera une Equation irr^ductible qu'une 
fois, quand deux des fonctions donnees satisferont a cette 
Equation. 

Alors, en vertu du theor^me que nous venons d'^tablir, 
les racines de Tequation (E), parmi lesquelles sont nos fonc- 
tions alg^briques donnees, pourront s'exprimer en fonction 
rationnelle d^une fonction des racines de (E) convenablement 
choisie. 

IV. — £tade et classification des points critiques. 

On appelle point critique d'une fonction, comme I'on 
saitj tous ceux ou cette fonction cesse d'etre monodrome, 
monogene, finie ou continue. 
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Les fonctions alg^briques poss^dent deux esp^ces de points 
critiques : les pdles ou elles deviennent infinies sans cesser 
d'etre monodromes, et les points algebriques ou de ramifi- 
cation, autour desquels elles cessent d'etre monodromes ; un 
point critique pent 6tre a la fois un p6le et un point de rami- 
fication. 

La classification des points critiques des fonctions alge- 
briques a et^ faite par Puiseux (t. XV du Journal de Liou- 
ville, I**® s^rie) a peu pr^s comme il suit ; 

Considerons T^quation irr^ductible de degr^ m 

(1) /■(a7,^) = 0. 

Les points critiques que nous ^tudierons tout d'abord seront 
census tels que y y reste fini; ils sont alors donnes, comme 
nous Tavons fait observer (t. Ill, p. 348), par les Equations 

/ — o el -~- =o 
ou 

(2) /l = 0, 

en d^notant par/i,/2,/H, ... les d^rivdes j^, j^, ^, 

Celte equation (2) nesauraitdtreidentique, sansquoi(i)aurait 
une racine double quel que soit x et admettrait un diviseur 
rationnel; elle ne serait done pas irr^ductible, comme onl'a 
suppose. 

Soit done «, b une solution commune aux Equations (i) 
et (2). Posons 

r^quation (1) deviendra 

Si Ton developpe son premier membre par la formule de 
Taylor, elle prend la forme 

(3) 2A«p$aTiP = o; 
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elle ne contiendra pas de terrae ind^pendant de $ et r,, car 
ce terme est /(a, b)=zo; elie ne contiendra pas non plus de 
terme en r^, car le coefficient de ce terme est /2(a, fe)= o; 
mais elle contiendra un terme au moins ind^pendant de 7\ el 
un terme independant de ^, sans quoi elle serait divisible 
par T, ou par i ; /{x, y) serait divisible par y — b o\i x — a, 
et r^quation (i) ne serait pas irr^ductible. 

Ceci pos^, on sait que Pon peut, soil par la m^thode (t. II, 
p. 149) alg^brique de Minding, soit par la m^thode g^om^- 
Irique de Newton, trouver les racines ttj infiniment pelites 
d'ordre v par rapport a \\ toutes les racines r^ infiniment pe- 
lites par rapport k $ sont d'ailleurs d'un ordre fini et com- 
mensurable. 

Nous supposerons done que I'^qualion (3) poss^de n^ 
racines d'ordre V|, /la racines d'ordre V2, ..., /iji racines 
d'ordre ^^. Consid^rons en general le groupe des n racines 
d'ordre v : I'equation (3) pourra se mettre sous la forme 

o d^signant un polyndme homogene en •/; et $^, et s d^si- 
gnant un infiniment petit d'ordre sup^rieur. Si I'on con- 
sidfere I'equalion 

(4) <p(at, = o» 

elle aura n racines a,, a^, . . . , a,,, et les racines d'ordre v de 
I'equation (3) auront pour valeurs approchees cui $^, a2 S^, .... 

car ^ aura pour $ = o les valeurs aj, aj, .... 

Si V est entier, les valeurs approchees de 7| seront mono- 
dromes autour du point o, et il en sera de m^me des valeurs 

exactes ; en effet, les valeurs exactes de —^ different infiniment 

peu des valeurs approchees a ; on pent done poser ^ = a -f- w, 
0) designant un infiniment petit, et alors on aura 
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Les diverses valeurs exactes difKreront done des valeurs 
approch^es d^nfiniment moins que eelles-ci ne different 
entre elles, et, par suite, ne sauraienl se permuter les unes 
dans les autres. Ceraisonnement toutefois tomberait en d^faut 
si r^qualion (4) avail des racines egales. Nous reviendrons 
sur ce cas tout k Theure. 

Si V est fractionnaire de la forme -> q el p ^tant premiers 

enlre eiix, les valeurs approch^es a, 5^, a2S^, . . . ne seront 
pas monodromes autour de Torigine; en effet, si Ton pose 

$ = re^v^* et si Ton fait varier 8 de air, 5^=:/Vv *^sera 

multiplie par e 'f ^ * et ne reprendra sa valeur primitive que 
quand le point $ aura lourn^ q fois autour de Porigine (ou le 
points q fois autour du point a). Mais, les diverses valeurs 
approch^es de r, ^tant racines de ^(tj, $^) =: o, il faut que ces 
valeurs se permutent les unes dans les autres ; il en sera de 
m^me des valeurs exactes de t) , car elles ne different des valeurs 
approch^es que de quantit^s infiniment moindres que celles 
dont elles different entre elles. 

Les racines d'ordre v se partageront done en groupes de 
racines se permutant les unes dans les autres, ou restant 
monodromes si v est entier. Cetle conclusion ne tombera en 
d^faut que si Tequation (4) a des racines Egales. 

Supposons done que Tequation (4) ait des racines egales; 
changeons encore de variables et posons 



S = v 



e 



V 



) 



Tequation (i) pourra s'ecrire 

?(Vi 0-4-61 = 0, 

£i ^tant un iniiniment petit; soit a! une racine multiple de 



posons 



Ti =r a -4- Ti 
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l^dquatioD pr^c^denle prendra la forme 

A4^ d^signant un coefficient constant. On discutera cette 
equation comme liquation propos^e. 

En resume, on voit qu'autour d'un point ou fi^x^ ^) ^ o 
acquiert des racines ^gales, les di verses valeurs de y qui 
deviennent ^gales se partagent en groupes de racines se per- 
mutant les unes dans les autres quand le point x toume 
autour du point critique, un groupe pouvant d^ailleurs ne 
contenir qu'une seule racine, qui, par suite, est monodrome. 

La discussion pr^c^dente ne s^applique pas au point situ^ 

a I'infini ; mais, si ce point est critique, on posera x =: — dans 

r^quation y(x, ^) = o, et Ton ctudiera facilement les varia- 
tions de y provenant des variations de x dans le voisinage du 
point a rinfini en faisant varier le point x! autour de Torigine. 
U reste a examiner ce qui se passe autour d^un p61e de la 
fonctionj^, c'est^^-dire autour d*un point qui rend cette fonc- 

tion infinie; on le fera en changeanty en — ? dans T^quation 

f{x^y) = o; les variations de j^feront alors connaitre ceiles 
Aty. 

V. — Des lacets. 

Soit a {Jig' I ) un point critique d'une fonction quelconque ; 
autour du point a comme centre decrivons un cercle BCD de 




rayon infiniment petit, imaginons que Ton enleve une portion 
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infiniment petite DB de la circonf^rence et que Ton fasse 
partir de B et D deux lignes infiniment rapproch^es Tune de 
Tautre, AB et DE ne se coupant pas, la figure ainsi {orm6e 
porte le nom de lacet relatif au point critique a, Le lacet 
ainsi form^ est cens^ parcouru dans un certain sens : ce sens 
est direct si le point decrivant a Tint^rieur du lacet k sa 
gauche; le sens est retrograde dans le cas contraire. D'ail- 
leurs Taire infiniment petite du lacet ne doit contenir aucun 
autre point critique que le point a, le contour m^me ^tant 
a ce point de vue cens^ faire partie int^grante de I'aire. Sup- 
posons le lacet parcouru dans le sens direct par un mobile qui 
partira alors du point A; ce point A est Vorigine ou Ventrie 
du lacet, le point E plac6 vis-a-vis en est Vextrimitd ou la 
sortie, AB et DE sont les bords du lacet. Le bord que Ton 
parcourt en ayant Taire du lacet h gauche ou quand on che- 
mine dans le sens direct est le bord droit, Tautre est le bord 
gauche; on dit aussi la droite et la gauche du lacet. La por- 
tion BCD est la circonference du lacet. 

VI. — Variation d'one fonction algebrique le long d'nn contour 

qnelconque. 

Consid^rons maintenant un chemin quelconque C allant 
de x^ en Xx ; donnons-nous en Xq la valeur initiale de la fonc- 
tion algebrique y^ et proposons-nous de calculer la valeur 
queprendray en ^i , si Ton fait suivre k la variables: le chemin 
donne C. 

Observons a cet effet que Ton pent remplacer le chemin G 
par un autre d provenant de la deformation continue du pre- 
mier, pourvu que, entre deux chemins successifs conduisant 
de la forme C ^ la forme C, il n'exisle aucun point critique 
algebrique de la fonction y; ou, si Ton veut, pourvu que, 
dans sa deformation, le chemin ne rencontre aucun point 
critique algebrique, car entre ces deux chemins successifs la 
fonction restera monodrome. 

Imaginons qu'en chaque point critique on plante un piquet 
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rood el que, attachant un fil en Xq^ on lui fasse suivre le con- 
tour domi^ C el traverser un anneau plants en x^ ; cela fait, 
tirons le fil en x^ de mani^re k le tendre; en se deformant, 
ce fil figurera divers chemins conduisant a la m^me valeur 
de^enCi que le contour primitif; car jamais le fil nepourra 
franchir un point critique, grdce k Taction des piquets fiches 
en ces points ; consid^rons alors le fil compl^tement tendu ; 
il affecte la forme d'un polygone ay ant ses sommets en Xq, 
en jTi et aux points critiques : seulement quelques c<3tes 
pourront dtre formes de la juxtaposition de plusieurs brins; 
de m^me les piquets plant^s aux points critiques pourront 
^tre partiellement embrass^s ou compl^tement entour^s une 
ou plusieurs fois par le fil. 

Imaginons alors que, laissant le fil libre de glisser dans 
Tanneau x^^ on vienne pincer chaque c6te du polygone ct 
tirer le fil de mani^re a Tamener en x^ ; enfin, entre le fil et 
chaque piquet embrass^ par le fil, introduisons un piquet ct 
lirons avecce nouveau piquet de maniere a amener le fil enx^ : 
la nouvelle figure afiect^e alors par le fil constituera encore 
un chemin Equivalent a C, mais ce chemin est Evidemment 
compost de lacets suivis du dhemin rectiligne x^x^ ; done : 

TntoREME. — Quand il s*agit de savoir quelle valeur 
prend une fonction algebrique y en un point X\ quand la 
variable suit un chemin Xf^ x^^ la t^aleur dey au point de 
depart Stantyoi onpeut remplacer ce chemin par un autre 
forme d'une serie de lacets ay ant leur origine en Xq et du 
chemin rectiligne Xq x^ . 

II ne reste plus qu'a Etudier reffet d'un lacet. Supposons 
qu'a Tentr^c du lacet la valeur de la fonction y soit y^ ; 
lorsque la variable x, suivant le bord droit, seraarrivee sur le 
petit cercley, die y acquerra la valeur ^'^, ; quand la variable x 
aura d^crit le petit cercle et sera venue sur le bord gauche 
du lacet, ou bien y reprendra la valeur ^'^^ et le point critique 
sera de nul efi*et sur la valeur consid^r^e de y, ou bien y 
acquerra la valeur y'^ dilT^rente de y^ et le long du bord 
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gauche du lacet^ prendra des valeurs differentes de celles 
qu'il avail sur le bord droit, car le long des bords du lacet 11 
n'existe pas de point pour lesquels la difference de deux 
valeurs de ^ soit infiniment petite ; y reviendra done en Xq 
avec une valeur diff^rente de sa valeur initiale. 

Dans le premier cas, on dit que le lacet est inactif; dans 
le second, il est actif, 

Th^oreme. — Si Von part du point Xq avec la valeur 
initiale y% dey, il existera toujours un contour ferme tel 
qu^en revenant en Xq apres Vavoir parcouruy y prenne 
une quelconque yi des valeurs yiy y2t • • • > ym racines de 
V equation /{xq^ y)= o, 

(') A^,y) = o 

designant V equation irreductible qui difinit y. 

En effet, supposons que^ ne puisse prendre en x^ que les 
valeurs yK^y-u . . ., ^/, i ^tant < m, lesquelles se perraute- 
ront alors exclusivement les unes dans les autres. Formons 
les fonctions symetriques 

'^j = rirs-^rir3 -*-•••+ r/-iro •■•» ^i = y\y\ ..■ yr, 

^equation 

(2) y^ — A,^'-» -h. . . ih A/ = o 

definira une fonction alg^brique de x de degr^ i <im^ car A| , 
A2, . . . sont des fonctions rationnelles de x; en effet, elles 
sont monodromes, monogenes, et n'admettent qu'un nombre 
limits d'infinis, qui sont ceux de y^, y^y . . .,y/. Mais ceci 
est absurde : en effet, Tequation irreductible (i) admettrait 
pour diviseur le premier membre de (2) qui est rationnel et 
peut se mettre sous la forme enti^re. 
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Vn. — Deyeloppement d*ime fonction algebriqne 
dans le Yoisinage d'on point critique. 

Soit X = a^y= b un point critique pour la fonction y 
alg^brique d^finie par Tequation irr^ductible 

les diverses valeurs dey autour de ce point sont les unes mono- 
dromes, les autres susceptibles de se permuter entre elles au- 
tour du point a. Les premieres sont developpables par la for- 
mule de Taylor, nous n^avons rien a en dire; les autres se 
partagent en groupes, et, dans chaque groupe, toutes les ra- 
cines de ce groupe se permutent circulairement les unes dans 
les autres quand le point x tourne autour de a, Soient^i, 
jr^, • ' -J yi Ics valeurs de^ qui se permutent ainsi les unes 
dans les autres et qui forment un groupe ; posons x — a = ^, 
y^ par exemple, pourra ^tre consid^r^ comme fonction de t; 
or, quand le point x a eflectu^ i revolutions autour du point a, 

{x — ay ou ^a repris sa valeur initiale, ainsi quey^ ; doncy, 
est fonction monodrome de t et, par suite, il est d^veloppable 
saivant les puissances de t. On peut done poser 

y^= A-hB/-hC/*-+-... 

ou 

1- 1 

^1 = A -4-B(a7 — a)*-hC(a?— a)'-h 

Ainsi, en general, dans le voisinage d'un point cri- 
tique a, qui n' est pas un injini, la fonction algibrique est 
diveloppahle suivant les puissances entidres d'une racine 
de X — a. 

Le deyeloppement peut d'ailleurs servir d reprisenter 
tout un groupe de racines. 

Si le point a est un infini, sans ^tre un point critique alg^- 
brique, le d^veloppement de y pourra se faire suivant les 
puissances positives et negatives enti^res de x — a; si le 
L. — Traite d'Analyse^ IV, . 3 
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point a est ^ la fois un p6]e et un point de ramification, le 
d^veloppement aura lieu suivant les puissances positives et 
negatives d'une racine de a: — a, 

Disons enfin que, de la th^orie des asymptotes, il r^sulte 
que, en g^n^ral, il existe, pour a: = oo, des d^veloppements de 
la fonction y sous la forme 



• • • 



C, Co, Cf, ... d^signant des constantes, si le point a Tinfini 
n'est pas critique; s'il est critique, on aura les developpe- 

ments correspondants en changeant ^ en - et ^ en - dans 

r^quation qui sert \ d^finir la fonction y. 



VIII. — Des cycles. 
Soil 

une s^rie ordonn^e suivant les puissances enti^res positives 
et croissantes de /, dans laquelle A et /n sont diff^rents de 
z^ro, et ou A, B, C, ... sont ind^pendants de t\ supposons 
cette s^rie convergente dans un cercle de rayon fini ou infini 
d^crit de I'origine comme centre, la courbe ou la portion de 
courbe representee par I'^quation 

(i) ^ — 6 = A(a: — «)"-+- B(a? — a)«-+-. .., 

a, b d^signant des constantes quelconques et n un entier po- 
sitif, est ce que Ton appelle un cycle. Ce cycle pent aussi 
etre represent^ par les deux equations 

et nous supposerons que les nombres m, p, y, . . ., n n'ont 
pas de diviseur commun. 

En vertu de la th^orie que nous avons expos^e aux para- 
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graphes precedents, t pourra se d^velopper en s^rie ordonn^e 

suivant les puissances Ae {y — 6)"* et, par suite, x — a aussi, 
en sorte que le cycle pourra de m^me 6tre represent^ par une 
Equation de la forme 

n p 

a? — a = K\y — 6)"» -h B'(^ _ ft)*" -i- . . . , 

A', B', . . . d^signant des conslantes, m^n, p^ . . , des entiers. 
Soumetlons le cycle (i) i une transformation de coordonn^es 
lout a fait g^n^rale, transportons Forigine en un point quel- 
conque a!, b/ et appelons od^y les nouvelles coordonn^es; 
les formules de transformation seront 

X*— a'= X (a?— a)-h ti(^ — 6), 

\ a, Vy p.' d^signant des constantes. Ces formules donnent 

y'^b'— X'/'i-h (jl'A^"*h- 

Si les formules de la transformation des coordonnees sont 
tout a fait g^n^rales, x* — a' ety' — V sont d^veloppables en 
series ordonn^es suivant les puissances enti^res de t et les 
premiers termes de ces series seront du m^me ordre par rap- 
port k t. 

D faut conclure de 1^ que, sites axes de coordonnees sont 
quelconques, les nombres met n sont igaux et Von a 

a? — a = <'», / — 6 = A <« 4- B f '•-^-^ -f- 

Eflectuons encore une transformation de coordonnees ; on aura 



• • • » 



a?'— a' = (X -f-|x A);« 
y— 6' = (X'-hjx'A)<«-i-..., 

et, si I'on determine la transformation de mani^re que 

X'-t- [x'A =o, 

le premier lerme du d^veloppement dey sera d'ordre sup^- 
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rieur au premier terme du d^veloppement de x, L'ordre du 
premier terme du d^veloppement de x ne peut pas s'^lever 
en m^me lemps, car il faudrait qu'on pdt I'abaisser par une 
transformation inverse, ce qui est impossible; c'est d'ailleurs 
ce que Ton v^rifie directement en mettant a la place de \ [jl, 
V, |jl' leurs valeurs en fonclion des angles dont les axes ont 
tourne. Quoi qu'il en soit, par un choix convenable d'axes, 
les Equations du cycle pourront ^tre pr^sent^es sous la forme 



• • » 



A, B, • . ., M, N, ... d^signant des constantes, ou sous la 
forme 

/1-4-V ff-»-V-4-t 

(3) y — b=^Qf{x — a)~^-^}\{x-^a) ^~ +... 

ou encore 

(4) J? — a = f«, y — h = A^«+v^ g^w+v+i^. _^ 

G, H, , . . , A, ... d^signant toujours des constantes. 

Lorsqu'un cycle est repr^sent^ par une Equation de la 
forme (3) ou (4) (si les fractions qui servent d^exposants 
^ X — a ne peuvent avoir de plus petit denominateur com- 
mun que /i), le nombre n est ce que Ton appelle Vordre du 
cycle, le nombre v est sa classe, le point a, b est Vorigine 
du cycle. 

Lorsque /i>i, I'origine est un point singulier par lequel 
passent n branches de courbes r^elles ou imaginaires^ ces 

branches ont toutes avec I'axe des x un contact d'ordre - 

n 

en g^n^ral fractionnaire, elles ont entre elies un contact de 
m^meordre au moins; exceptionnellement, le contact pourra 
6tre d'ordre plus Ae\€» 

Th^oreme. — Si I'on coupe un cycle par une droite 
infiniment voisine de Vvrigine, et non parallHe d la 
iangentCy elle le rencontre en un nombre de points infini- 
ment voisins de Vorigine^ igal a son ordre. Si la droite 
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en question itait parallHe d. la tangente^ le nombre de 
points d' intersection infiniment voisins de Vorigine serait 
egal d Vordre augmenti de la classe. 

Cela r^sulte de la consideration de i'^quation (3); si les 
axes sont qiielconques, v = o et la droitey = b -{- e coupe la 
courbe en n points infiniment voisins de a, 6; si Taxe des x 
est tangent au cycle, v > o, el la parallMe^ = 6 -h e i la tan- 
gente coupe en n + v points infiniment voisins de a, b. 

c. Q. F. D. 

IX. — Cycles des conrbes algebriques. 

D^apr^s la th6orie des points critiques de M. Puiseux, on 
salt que, dans le voisinage d*un point critique, les diverses 
valeurs de la fonction y, d^finie par F^quation irr^ductible 

se distribuent en groupes de valeurs se permutant les unes 
dans les autres. Les valeurs d^un mSme groupe sont donn^es 
par une Equation de la forme 

a, b d^signant les coordonnees du point critique. Cette Equa- 
tion repr^sente un cycle qui fait partie de la courbe (i); nous 
dirons que ce cycle est un cycle de la fonction^ ou de la 
courbe /= o. 

Soit y(j:,y) une fonction rationnelle dexeiy, le cycle (2) 
peut Hre represents par les equations 

X — a = £'*, y — 6 = A f '* -t- . . . , 

si les axes de coordonnees sont quelconques, et alors on a, 
dans le voisinage du point a, 6, 

G pourra se dSvelopper suivantles puissances de t et, par suite, 
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sera d^un ordre infinitesimal en tier par rapport a / : c'est ce 
que nous appellerons V ordre de <p (qui pent 6tre positif, nul 
ou negatif) par rapport au cycle considere; si la fonction tf 
contenait les d^riv^es de^, son ordre se d^finirait encore de 
la m^me fagon : ce serait son ordre infinitesimal par rapport 

a ^ ou a (j7 — a)". 

On pent donner de Tordre de (p une aqtre definition : soient, 
pour le cj'cie consider^, ^i, j^25 • • • » ^n l^s valeurs Ae y cor- 
respondant k une m^me valeur de x^ la fonction 

est monodrome autour du point a, le point a est pour elle 
un z^ro dont Tordre de multiplicite (ordre par rapport k 

X — a) est egal k Pordre de cp, par rapport k t ou k{x — a)"; 
ainsi, pour avoir I'ordre de cp, il suffit d'evaluer le degr^ de 
multiplicity du z^ro de la fonction sym^trique *!>(*). L'ordre 
de <p pourra done ^tre represent^ par Tintegrale 

(3) ^_ rn^)dz 

prise autour du point a. 

Theorems. — La somme des ordres d'une fonction ra- 
tionnelle ^{x^ y) relatifs d tons les cycles de la courbe 
algebrique f{Xy y) = o est nulle. 

En effet, cela revient k dire que le nombre des zeros, moins 
le nombre des infinis de la fonction rationnelle 

oh yi, y2f . . ., ym sont les valeurs de y pour une m^me 
valeur de x^ est nul. 

Th£oreme. — Une transformation de coordonnees n'al- 
tdre pas Vordre d'une fonction par rapport d un cycle. 



{*) En consid^rant un infini comme un z^ro d'ordre ndgatif. 
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En effet, considerons le cycle 

et la fonction 

©(x — a, ^ — 6). 

EfTectuons la transformation de coordonn^es 

x'—a'= \{x — a)-+- \k{y — 6), 

les Equations du cycle deviendront 

si done on pose 

les nouvelles Equations du cycle seront 

et Ton aura 

^' est done de mSme ordre que t\ or I'ordre de la fonc- 
tion f par rapport aux anciens axes est Tordre infinitesimal 
de ^(^"j A/''"*^ + . . .) par rapport ^ ^ et, par suite, par rap- 
port a t' : c'est done Tordre de (p daus le nouveau syst^me 
d'axes qui est quelconque; done enfin une transformation 
de coordonn^es n'altSre pas I'ordre d'une fonction par rap- 
port a un cycle. 

X. — Intersection d'nn cycle et d'one conrbe. 

Coupons le cycle 

(i) a? = «'», j^=: A<«+v_i_...^ 

rapport^ ^ son origine et a sa tangente, par la courbe 

(a) ?(^,7)=o» 
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que nous supposerons passer tr^s pr^s de I'origine des coor- 
donn^es qui est Torigine du cycle. Si nous tirons x et y 
de (i) pour les porter dans (2), nous aurons 

©(/«, Ar«-+-v-i-. ..) = o; 

le nombre de solutions t infiniment petites de cette Equation 
sera le nombre de points d'intersection de la courbe (2) avec 
le cycle, infiniment voisins de Torigine; or le nombre de ces 
solutions infiniment petites est prdcis^ment I'ordre de la fonc- 
tion (p d^pourvue de son terme constant. On pent done dire 
que I'ordre d' une fonction ^ par rapport a un cycle C est 
le nombre de points confondus a Vorigine de ce cycle, 
dans lesquels la courbe cp = o coupe le cycle, 

XI. — Somme des ordres de contact de deux cycles. 

Soienty eiy les ordonndes de deux cycles de mdme ori- 
gine, nous aurons besoin de savoir ^valuer la somme des 
ordres de contact des diverses branches de ces cycles^ la 
m^thode consistera tout simplement a ^valuer Tordre par 
rapport a a; de la difKrencey — y pour toutes les branches 
des deux cycles et k faire la somme des ordres ainsi obtenus ; 
cela ne pr^sente aucune difficult^ quand on connait les d^ve- 
loppements dey et de j^. 

Th£oreme I. — La somme des ordres de contact des 
branches de deux cycles est toujours un nombre entier. 

En efTet, soient 

les Equations des deux cycles que j'appellerai C et C 

Cherchons d'abord la somme des ordres de contact de toutes 
les branches du cycle C avec I'une des branches du cycle C; 
appelons j^i, j^2, ••• les diverses valeurs de I'ordonn^e ^ 
pour une m^me valeur de x ^^y\^y\} ... les diverses valeurs, 
correspondant a la m^me valeur de j:, de Tordonnee j/^ ; ce 
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qu'il faut d'abord evaluer, c'est la somme des ordres des 
differences y^—y\^ y^—y'^^ y^^y^^ ...^ c'est I'ordre 

de leur prodult {y^-^y\){y^^y\){y^—y\) ...; mais le 

produit {y^ — y){y^ — y){y^ — y) ••• ^^^ ^^^ fonction 
monodrome et monogene de a; et de j^ autour de I'origine 
du cycle; on pent la repr^senter par ^{^jy)j en sorte que 
cc qu'il s'agit d'evaluer, c'est I'ordre infinitesimal de ^(^, y\) 
quand on remplace y\ par son developpement. La somme des 
ordres que nous cherchons est Tordre de <j^(^, y\)^{oCjy^ • • • ; 
cette fonction est monodrome autour de I'origine des cycles : 
or I'ordre d'une fonction monodrome de x est n^cessairement 
entier par rapport a jr ; done, etc. c. q. f. d. 

TntoREME II. — Quand deux courbes passent en un 
point M, ellesse coupent en un certain nombre^ de points 
confondus; si I'on disigne par p le nombre de branches 
de la premiere courbe passant en M, par q le nombre de 
branches de la seconde courbe passant en M et par s la 
somme des ordres de contact de toutes les branches de la 
premiire courbe avec celle de la seconde, on aura 

N =pq -h s. 

Supposons, en efTet, quel'on ait pris le point M pour ori- 
gine des coordonn^es ; soient alors 

?(a?,r) = o» ^{^,y) = o 

les equations des deux courbes; r^solvons ces equations, et 
soient yt, y^^ ... les racines de la premiere, y\^ y\^ . . . 
ceUes de la seconde : la resultante de.s deux equations sera 
n(^i — j^y) = o; I'ordre de produit n(j^/ — y^^ pour de 
petites valeurs de x sera le nombre des intersections des 
deux courbes confondues a I'origine; cet ordre sera aussi 
I'ordre du produit des bindmes yt — y'j qui contiennent seu- 
lement les ordonnees des cycles relatifs ^ I'origine; or ce 
produit est precisement %pq + 5, somme des ordres de con- 
tact des cycles des deux courbes, qui sont relatifs k Torigine, 
diminuee de pq : ce qui demontre le theoreme enonce. 
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XII. — Classification des points singuliers. 

D'apr^s ce que Ton vient de voir, on peut partager les 
points singuliers en deux categories, les points singuliers a 
tangentes separies et les points singuliers pr^sentant des 
tangentes confondues, 

Les points singuliers d^ordre k a tangentes separies 
peuvent Hre consideris comme resultant de la reunion 

de — points de la courbe. 

Les points singuliers d'ordre p d tangentes confondues 
peuvent itre consider^s comme risultant de la reunion de 

; points de la courbe, plus d^autant de points quHl 

y a d'unitis dans la somme s des ordres des contacts des 
disperses branches, somme qui est un nombre entier. On 
dira qu'en un tel point la courbe se coupe elle-m^me 



-4- S foiS. 



En efTet, il est naturel, par analogic avec ce qui a lieu pour 
rintersection de deux courbes distincles, de dire que le 
nombre des points d'intersection d'une courbe avec elle- 
m^me dans le voisinage d*un point singulier est I'ordre du 
produit des difT^rences yi — yj des ordonn^es de deux 
branches dans le voisinage du point singulier, ou, ce qui 
revient au meme, Tordre du produit de toutes les difT^rences 
ll(yi — yj) des racines de I'^quation qui repr^sente la courbe ; 
or Pordre de ce produit est aussi la somme s des ordres des 
contacts des diverses branches qui se croisent au point sin- 

gulier augment^ du nombre de combinaisons de ces 

branches prises deux a deux, c'est-^-dire — H- s. 

II est a remarquer qu'il arrivera sou vent que ce nombre 
sera fractionnaire, mais son double sera en tier. 
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Remarque. — On voit, et ceci est important pour ce qui 
suivray que Vordredu premier m.embre de V Equation aux 
carris des differences des racines y de V Equation d^une 
courbe en un point singulier est le double du nombre de 
points d' intersection de la courbe avec e lie-mime en ce 
pointy le nombre d' intersections etant fictivement estimi 
comme il vient d'etre dit. 
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CHAPITRE m. 

SUR LA TRANSFORMATION DES FIGURES PLANES. 



I. — Diverses methodes de transformation. 

Soient X ely les coordonn^es d'un point, si I'on pose deux 
relations telles que 

ou mdme, plus g^n^ralement, 

*(ar, y, x\ f) = o, W{x, y, x\ y') = o, 

aux points j:, y correspondront un ou plusieurs points a?', y', 
et si le point (^, y) d^crit une figure, le point correspondant 
{x^y) en d^crira une autre. On dit que ces deux figures sont 
transform^es I'une de Tautre. 

Rien n'emp^che de supposer que a/, y soient des coor- 
donn^es tangentielles : alors h un point de Tune des figures 
correspondra une droile dans Pautre, et les deux figures 
seront encore des transformdes I'une de I'autre. 

Nous commencerons par ^tudier les methodes de transfor- 
mation les plus simples, qui sont aussi les plus anciennes ; ce 
sont 6videmment celles dans lesqucUes les Equations (i) sont 
du premier degr^, que J?', y repr^sentent des coordonn^es 
ordinaires ou des coordonnees tangentielles. Ce sont Thomo- 
graphie et la correlation, dont on doit Tid^e premiere a 
Chasles et a Poncelet. 

Notre but, en ecrivant cet Ouvrage, est surtout de faire 
connaitre les propri^l^s analytiques des fonctions, ainsi que 
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Dous I'avons dit dans notre Preface ; ce n^est que d'une fagon 
accessoire que nous y prdsentons des applications et des 
d^veloppements g^om^triques. U ne faudra done pas consi- 
d^rer les theories que nous allons exposer comme un Trait& 
des prop rie Us projectiles des figures : e'est a peine si I'on 
pent envisager les quelques pages qui vont suivre comme 
une introduction a I'^tude de ces propria t^s. Nous nous 
bornerons k faire connaitre les parties qui sont n^cessalres 
k I'elude des fonclions alg^briques. Nous renverrons le lec- 
teur curieux d'approfondir T^tude des transformations des 
figures k la Geomitrie supirieure de Chasles, a son Traits 
des Sections coniques, k son Apergu historique, a ses 
MemoireSy au Traill des P r op r litis projectiles de Pon- 
celet, aux Ouvrages de Pliicker, de Cremona, de de Jon- 
quieres, etc. Un r^sum^, m^me succinct, des travaux de ces 
g6om^tres doublerait I'^tendue de TOuvrage que nous ecri- 
vons. 

II. — Definition des figures homographiqnes. 

Soient Xy y les coordonn^es d^un point appartenant k une 
premiere figure, xf^y les coordonnees d'un point apparte- 
nant a une seconde figure : si Ton a 

a, 6, c, ci^ 6', c', d y 6", c" designant des constantes, on dira 
que les deux figures sont homographiques, ou transformees 
I'une de I'autre homographiquement. Pour justifier cette 
definition, il faut montrer que x' et y sont des fonctions 
de ^ et ^ rationnelles dont les num^rateurs et les d^nomi- 
nateurs sont du premier degr^ ; a cet effet, rendons les Equa- 
tions (j) bomog^nes et Ecrivons-les ainsi 

X y s 

^^^ asf-^by-^cz' ^ o'ar'-f-^y-f-c'^' "^ a x' -^ b' y -i- c" z' ' 
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En d^signant alors par - la valeur commune de ces rapports^ 

on a 

a x'-h b y-\- c z' =^ tx, 

a' x'-^b'y'-^ c'z'=z ty, 
a'x' -h by -^0"^'= tz; 

on en conclut pour x'y y^ z' des valeurs fonctions lin^aires 

x' y 

de tXy ty^ tz et homog^nes • - /' 4? ou a?' eiy seront done de 
la forme indiqu6e en - et — ou en x ety. 

Th^oreme I. — Siy X, y, z designant les coordonnees 
trilineaires d'un point M; x\ y^ z' celles d^un autre 
point M', et si^ a, b, c, ... designant des constantes, on 

pose 

^ _ y _ ^ 

ax' '\- by'-h cz' ~~ a'x'-^- b'y'-h c'z' "~ ax'-h b'y' -\- c'z'^ 

les points M et M! appartiendront a deux figures homo- 
graphiques. 

En efTet, entre les coordonnees rectilignes ordinaires de M 
et de M' il existera deux relations permettant d'exprimer les 
coordonnees de M en fonction des coordonnees de M', sous 
la forme de fractions ayant m^me d^nominateur du premier 
degre et des num^raleurs du premier degr^ aussi. 

Je rappelle que le rapport anharmonique de quatre points 
ai, a%y a3, Ut^ en ligne droite est le rapport 

. — > 

et que le rapport anharmonique de quatre droites concou- 
rantes, oa^^ oa2<i oa^j oa^ est le rapport 



sina^ocii ^ sina4oai 



sin ajoas sina4oa3 
qui d'ailleurs est ^gal au rapport anharmonique des quatre 



TRANSFORMATION DES FIGURES PLANES. ^7 

points aj, a^j ^3, a^ d^interseclion des droites en question 
avec une transversale quelconque. 

Si I'on disigne par P e^ Q deux fonctions lineaires 
distinctes des coordonnies courantes [rectilignes ordi- 
naireSy homogenes ou triliniaires)^ les droites concou- 
r antes reprisentees par les equations 

(i) P — X,Q=o, P — X,Q=o, P — X3Q=o, P — X4Q = o 

auront pour rapport anharmonique 

Xi — Xj ^ Xt — Xt ^ 

Aj —— A3 A^ — Aj 

En effet, prenons les droites P = o, Q = o pour axes des 
coordonnees, les Equations (1) prendront la forme 

yz=.k\\X^ y =1 k\^x, y = k\zXi y = kXi^Xf 

k d^signant un rapport ind^pendant de x el y et de X|, X2, 
)«3, \^. Coupons les droites que repr^^sentent ces Equations 
par la droite x = const. == a, les ordonn^es des points d'in- 
tersection k\\aj k\^a^ k\^ay kX^a seront quatre segments 
dont les extremit^s seront quatre points en ligne droite, ayant 
pour rapport anharmonique le rapport cherch^; ce rapport 
est 



c"est-a-dire 



AroXj — A"aXi ^ ka\i^ — ka\\ 
AraXj — AraXa * ka\), — AraXj 

Xj — Xj X4 — Xi 



Aj — A3 A4 — A3 

comme nous Tavions annonc^. 

Lorsque le rapport anharmonique de quatre points est 
^gal a — I, ces points forment une division harmonique-y 
lorsque le rapport anharmonique de quatre droites est ^gal 
a — I, ces droites forment unfaisceau harmonique ; d'apr^s 
cela, les droites representees par les equations 

P = o, Q = o, P-hQ=o, P — Q=o 

forment unfaisceau harmonique. 



48 GHAPITRB III. 

Car elles donnent lieu k des segmeats o, oo, ka, — ka qui, 
Merits dans Tordre — ka, oc, A:a, o, donnent pour rapport 
anharmonique — i . 

III. — Proprietes fondamentales des figures homographiques. 

Tu^oREME I. — Deux figures homographiques sont deux 
figures de meme degri, 

Cela r^sulte de ce que, si Ton consid^re Tequation homo- 
g^ne'd'une ligne, pour obtenir la figure honiographique, il 
faut remplacer les coordonnees courantes par des fonctions 
lineaires de ces m^mes coordonnees. 

CoROLLAiRE. — Donc la figure homographique d*'une 
droite est une droite. 

Cette conclusion, toulefois, ne sera enti^rement exacte 
que si I'on consid^re les points k I'infini, 5 = 0, comme for- 
mant une ligne droite, la droite de Vinfini, A cette droite 
de rinfini pourra correspondre, ou la droite de Pinfini dans 
la figure homographique, ou une droite situee k distance 
finie a"x' -f- by -^c'z'=o, 

Th^oreme II. — A quatre points en ligne droite, ou a 
quatre droites concourantesy correspondent dans la figure 
homographique quatre points en ligne droite ou quatre 
droites concourantes ayant Ic mime rapport anharmo- 
nique, 

II suffit ^videmment de prouvcr que deuK faisceaux de 
quatre droites homographiques ont mdnie rapport anharmo- 
nique, car une division formee par quatre points sur une 
droite a mSme rapport anharmonique qu'un faisceau de 
quatre droites passant par ces points. 

Or tout faisceau de quatre droites pent etre repr^sent^ par 
des Equations de la forme 

(,)I>_XiQ = o, P — X,Q=o, P-X3Q = o, P-X^Q = o, 
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P et Q d^signant des fonctions lin^aires dea coordoan^cs 
courantes x, ^. La figure homographique sera representee 
par les Equations 

(%) P'_X,Q' = o, P'-X,Q'=-o, P'—XjQ'^o, P— X4Q' = o, 

ou Pf Q' d^signent des fonctions lin^aires des coordonn^es 
courantes ^et j^; or le faisceau (i) et le faisceau (2), d'apr^s 
ce que Ton a vu au paragraphe precedent, ont m^me rapport 

anharmonique ~ — ~ I r-* .--; done, etc. c. q. f. d. 

Aj Aj A4 — A3 

Pour efiectu'er la transformation homographique donnec 
par les formules du paragraphe pr^c^dent, 

jc y z 



ay-^by- cz' a'x'- b'/-, c'z' ~ a" x' - r- b' f ■ r- c' z' 

sur une figure donnee par son equation, on peut rendre cetle 
Equation homog^ne, la presenter sous la forme 

f(r, r, z)-^o, 

ody d^signe une fonction homogene, et faire la substitution 
lin^aire 

f X '--. ax' -^ by -'- cz', 
a) ) y^a'x'-^-b'y 'dz, 

\ z ^-a'x'-^b'y -cz'. 

La theorie de Thomographie est, a ce point de vue, Finter- 
pretation g^om^trique de la theorie des substitutions lin^aires. 
Quand on suppose les formules (3) r^solues par rapport 
a 3d ^y\ z'j on peut les mettre sous la forme 

/ x' — (XX ,'^y --^s, 

( z' = a^x -.- ^'y -+- -f z, 

Consid^rons une courbe representee par T^quation homo- 
gene 

(5) f(^,y^ 5) -o; 

L. — Traite d' Analyse, \\\ h 



1 
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sa transform6e aura pour Equation 

fiax'-^, by ~ cz\ a'x'-^-. . ,) — o\ 



Texpression 



^ dx * dy dz 



esl un CO variant et m^rne un covariant absolu. II en est de 
m^me de ses puissances sjrmboliques ; de 1^ d^coulent les 
conditions suivantes : 

Th^oreme III. — La tangente d une courbe C a pour 
transformie homographique la tangente a la transforntie 
de la courbe C. 

Et ce th^or^me ne souflrira pas d'exception, si Ton convient 
de consid^rer les asymptotes des courbes comme des tangentes 
^ rinfini. 

Th^oreme IV. — Lespolaires des diffirents ordres d*une 
courbe C ont pour transformies homographiques les po- 
laires de mime ordre de la transformee de C. 

Th^oreme V. — La hessienne dUine courbe C a pour 
transformie homographique la hessienne de la trans- 
formie de C. 

Car le hessien d^une fonction est un covariant. 

Theorems VI. — Quand une courbe Cpresente un point 
singulier M, sa transformee homographique a aussipour 
point singulier le point M' qui correspond d M; les deux 
points M et M' ont des singularity analogues. 

En efTety si la courbe C pr^sente en M, dont les coordon- 
n6es sont x^y^ 2, un point multiple d'ordre/?, les ^mananls 



("f-vl^.g)' 



sont identiquement nuls pour i = i , 2, ...,/? — i ; les ^ma- 
nan ts 



( 
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correspondauts seront done aussi identiquement nuls; la 
transform^e C de C aura done en M' un point multiple 
d'ordre p. Les langentes en M et M' aux noeuds auront rcs- 
pectivement pour Equations 

SI done le noeud M presente deux tangentes confondues, le 
premier membre de (6) contiendra un facteur carr^, il devra 
en ^Ire de m£me de (7) et, par suite, le nceud M' presentcra 
aussi deux tangentes confondues, etc. 

Th^oreme VII. — Uordre du contact de deux courbes 
n'est pas altiri par une transformation homographique. 

En effet, deux courbes ont un contact d'ordre n, quand 
leurs d^riv^es, jusqu^^ Tordre /i, sont proportionnelles, c'est- 
a-dire quand leurs ^manants jusqu'au n^^"'*inclusivement sont 
proportionnels quels que soient X, Y, Z, et alors leurs trans- 
form^es ont aussi leurs ^manants proportionnels j usqu^au n}^^^ 
inclusivement, et par suite ont un contact d'ordre n, 

C. Q. F. D. 

lY. — Snr one methode particnliere ponr effectner 
les transformations homographiqnes. 

Soient J?, yj z les coordonn^es trilin^aires d'un point rap- 
port^ a un triangle de r^f^rence T, dont le cAt^ « = o peut 
^Ire, si I'on veut, la droite de Tinfini; soient x\ y y z' les 
coordonn6es trilin^aires d'un autre point rapport^ a un autre 
triangle de r^f^rence T'. 

Si le point ar, y^ z dicrit une certaine figure F, le 
point x!^y^ z* ayant des coordonnies proportionnelles a 
x^yj z dicrira une figure ¥' homographique de F et, r^ci- 
proquement, deux figures itant homographiques, on peut 
toujours supposer les figures rapporties h des triangles de 
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reference, tels que les coordonnees d'un point de Vune 
soient proportionnelles aux coordonnees du point corres- 
pondant de Vautre, 

En effel, rapportons les deux triangles T et T' a un m^me 
sjsteme d'axes reclangulaires, 0$, Ot^; on aura 

$ = «•$ + b\ -r- c', z -^ «'5' ^.- p-r/- 1', 

a, b, . . . , a, ^, . . . d^signanl des constantes d^termln^es. Si 
Ton pose alors 



X 




y 




'** 


X 




y 




.4« 



on aura entre les coordonnees $, t^ et $', r/ des points corres- 
pondants les relations 

si le determinant S ±: a^'y" n'est pas nul, c'esl-a-dire si le 
triangle T' est un veritable triangle a surface finie $', r/ et 
Tunite seront des fonctions du premier degr^ de $ et r, mul- 
tipliees par p et, par suite, ^' et 7/ seront de la forme 






A, B, ... d6signant des constantes, el vice versa. 
Reciproquement, si Ton pose 

a;'=oil'^ PV-- Y, /= a'r-H rV-^r, 
ces formules (2) donneront 

, __ Mjjj-_NV:K_p' 

•^ ~ A'5-i-B'7i-+-G'' 

'_ M' S -i- N't) -4 - P' 
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M, N, . . . d^signant des constanles, d^ou Ton d^duira 



?- ^ -^ = i 



JTyj'y z elant des fonctions lindaires de $ et t) el, par suite, 
des coordonn^es trllin^aires relatives k iin nouveau triangle 
de reference. 

Cette proposition est imporlante : elle rend evidents les 
iheoremes ^nonc^s au paragraphe pr^c^dent, elle permet en 
outre d^^tablirles th^or^mes suivanls : 

TfitoRkME I. — La Jiff are homographique d*un cycle 
est tin cycle de mime ordre et de m.ime classe. 

Thi&oremeII. — Deux cycles homographiques sont tels 
que deux branches ont entre elles le mime ordre de con- 
tact que leurs correspondantcs . 

En effet, etant donn^e I'^quation de Tun des cycles, cetle 
equation sera aussi Tequation du cycle homographique : les 
coordonn^es seront seulement rapport^es a un autre triangle 
de reference 5 Tordre et la classe d'un cycle ne dependant que 
de la forme de T^quation de ce cycle, le premier th^or^me 
est demontre. L*ordre du contact de deux courbes ne depend 
que de Tordre infinitesimal de la difference de deux coor- 
donn^es de m^me nom, les autres coordonn^es ^tant les 
memes; par suite, Tordre du contact de deux branches 
de courbes ne saurait dtre alt^re par une transformation 
homographique, cet ordre fikt-il fractionnaire ou incom- 
mensurable. Cette demonstration ne fait pas double emploi 
avec celle du theor^me VII du paragraphe precedent, qui 
supposait essentiellement Pordre du contact entier. 

V. — Utilite de lliomographie. 

Le but de Fhomographie est de general iser les proprietes 
des figures. £tant donnee une propriete d'une figure, en la 
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transformant homographiquement, on en d^duit une propri^t<^ 
de la figure transform^e. 

En se pla^ant k ce point de vuC; une propriety d*une figure 
est exprim^e analytiquement par une relation entre les coor- 
donn^es des divers points de celte figure; cette relation, 
transform^e a Taide des formules de Thomographie, fournit 
alors une autre relation qui est ordinairement une propri^te 
plus g^n^rale d^une autre figure : je dis « plus g^n^rale » 
puisque la nouvelle relation contient tons les param^tres ar- 
bitraires qui entrent dans les formules de transformation. 
Si la transformation que Ton a fait subir a la figure est telle 
que les param^tres de la transformation soient tout a fait 
arbitraires, une nouvelle transformation homographiquc 
appliqu^e a la transform^e ne fournira pas de r^sultat nou- 
veau. 

II pent arriver qu'une propri^t^ d'une figure soit exprim^e 
par une Equation qui ne contient que des covariants ; la figure 
transform^e jouit alors exactement de la m^me propri^t6 que 
la figure primitive, et cette propri6t^, que Ton ne saurait 
gcn^raliser par I'homographie, est alors ce que Ton appelle 
une propri^i6 projective. Les propri^t^s projectives sont done 
les plus importanteSy puisque les autres en sont pour ainsi 
dire des cas particuliers. 

Pour ne faire qu'une application de Thomographie, consi- 
d^rons deux droites parallMes A, A'; coupons-les par une 
s6rie de droites paralleles entre elles, B, B', B'', . . ., nous for- 
merons une s^riede parall^logrammes dont les centres seront 
sur une droite parall^le k A, A'. Si nous transformons la figure 
ainsi form^e, les droites A, A' qui concouraient sur la droite 
de rinfini auront pour transform^es deux droites concou- 
rantes ao et a^o^ les droites B, B', B", - . . deviendront des 
droites issues d'un point fixe o), les parallelogrammes consi- 
d^r^s tout k rheure deviendront des quadrilat^res quel- 
conques; mais les points de concours de leurs diagonales se- 
ront encore en ligne droite et cette droite d passera en o ; la 
droite D ^quidistante de A et A' formait avec ces droites et 
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ladroite de rinfini un faisceau harmonique; done lesdroites 
Odj Oa, Oa', Oco forment aussi un faisceau harmonique 
(p. 48, iheor^me II). C'est le th^or^me connu sur la polaire 
de deux droites, th^or^me qui ne peul plus 6tre g^n^ralise 
par Fhomographie et qui est projectif. 

Les propri^les non projecllves sont appel^es propriel^s 
meiriques. 

Les formules de la transformation homographique 



V z 



ax -^hy -7- cz a w -rb y -^ c z ax-^oy~r-cz 

renferment huit parametres a \ b \ c \ ... : c", que Ton peut 
determiner en se donnant arbitrairement quatre valeurs des 
rapports a:* :^ : ^ et les quatre valeurs des rapports corres- 
pondants x' \ y I z', Ainsi : 

Quand on veut transformer une figure homograpln- 
quement, on peut choisir quatre points et leur faire cor- 
respondre homographiquenient quatre autres points a 
volonte. 

Quatre points et leurs correspondants d^termineront une 
transformation et une seulc; il faudra pourtant que certains 
determinants ne soient pas nuls : par exemple, a des points 
en ligne droite on ne pourra pas faire correspondre des points 
quelconques; a quatre droites quelconques on pourra aussi 
faire correspondre quatre droites donn^es, et parmi ces droites 
pourra se trouver la droite de I'infini. Faire correspondre 
quatre droites i quatre droites, cela revient k faire corres- 
pondre quatre points de rencontre de ces droites aux points 
de rencontre des quatre correspondants, pourvu que Ton 
ne prenne pas parmi ces points trois d'entre eux en ligne 
droite. 

On fait souvent correspondre aux deux ombilics du plan 
deux points reels ou imaginaires situes k distance finie. Les 
transformations que Ton obtient ainsi permettent de deduire 
les propri^t^s projectives d'une conique de celles du cercle, 
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qui peut se d^finir line conique passant par les ombilics du 
plan. 

Deux coniques quelconques ^tant donates, on peul toujours 
les regarder comme' transform^es homographiques de deux 
ccrcles; on les Iransforme en effet eh deux cercles en faisanl 
correspondre deux de leurs points d'intersection aux deux 
ombilics du plan. 

En g^n^ral, au mojen de Thomographie, on d^duira les 
propri^t^s des coniques passant par deux points fixes des 
propriet^s des cercles. Par exemple, de ce que : 

Si d'un point (ixe O on m^ne des tangentes aux cercles qui 
passent par les deux m^ines points, en ligne droite avec le 
point O, le lieu des points de contact sera un cercle. 

On en conclut que : 

Si d^un point fixe situ^ sur la corde commune a toutes les 
coniques qui passent par quatre points fixes on m^ne des tan- 
gentes k ces coniques, le lieu des points de contact sera une 
conique ayant une corde commune avec les coniques consi- 
der^es. 

Ilestbond'observerquedeuxdroitesrectangulairesforment 
un faisceau harmonique avec les droites isotropes passant par 
leur point de concours ; elles correspondront done homogra- 
phiquement k des droites formant un faisceau harmonique 
avec des droites passant par deux points fixes correspondant 
aux ombilics du plan. 



VI. — Usage de rhomographie pour Tetude des points 

situes a rinfini. 



Si nous considerons une equation entre les coordonn^es 
horaog^nes d'un ou de plusieurs points, cette Equation expri- 
mera une propri^te de la figure form^e par ces points; si 
mainlenant, dans la m^me Equation, on suppose que les 
leltres x, j^, s, . . . , au lieu de repr^senter des coordonn^es 
homog^nes, repr^sentent des coordonn^es trilin^aires, I'^qua- 
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lion exprimera une propriety d'une figure homograpbiquc. 

En efTet, appelons ^, 7| les coordonn^es ordinaires du point 
donl j;,^, z sont les coordonn^es trilin^aires, x,^, z seront 
des fonclions lin^aires de ^, tj ; de sorle que, si I'on employait 
des coordonn^es ordinaires, pour passer de la premiere figure 
4 la seconde, il faudrait faire une substitution lin^aire : la 
seconde figure et la premiere sont done bomograpbiques. 

En se pla^ant a ce point de vue, la droite de Tinfini est 
reraplacee par Tun des c6t^s z = o du triangle de reference, 
et les points situes a Tinfini sont, en quelque sorte, rendus 
tangibles, proj'etes, comme Ton dit, sur la droite 5=0; ces 
considerations viennent encore justifierla locution dont nous 
nous sommes servis, de droite de Vinfini. 

VII. — Figures homologiqnes. 

Etant donnees deux figures bomograpbiques dans un m^me 
plan, il y a en general trois points qui sont k eux-m^mes leurs 
correspondants. En eflet, si, dans les forraulesg^n^rales, 

X y z 



ax -T- bjr - cz a'x -r- b' y -i- c z a" x --- b" y -i- c" z 

on suppose x^ ~=. x, on a, pour determiner les points qui sont 
leurs propres correspondants, 

■^ _ _ ^ y ^ _ ^. _ _ 

ax by -cz a x i b' y --.- c z a''x-T-b"y-. c" z' 

si I'on 6gale cette suite de rapports u -} on a 

I (a--s)x ■ by -^- cz — Of 
(1) • a'x (b- s)y c'^s - o, 

\a'x—b''y (c" -s)z---o. 

L'^limination de or, ^, z donne une equation en s du troi- 
si^me degr^, d'oii Ton conclut qu'il existe trois systimcs de 
valeurs de x^y, z; done, en g^n^ral, il existera trois points 
qui seront k eux-m^mes leurs propres correspondants; il est 



58 CHAPITRB HI. 

clair que, dans certains cas particuliers, il pourra y en avoir 
une infinite. 

Ces trois points ne seront pas en general en ligne droite; 
mais supposons-Ies en ligne droite, la droite qui les contient 
se correspondra k elle-m^me. Soient a^ aa, a^ ces trois 
points; si, sur la droite, on prend un quatri^me point a^^ il 
se correspondra k lui-m^me, puisque, en appelant a\ son 
correspondant, le rapport anharmonique des points at, ^2) ciz, 
a^ sera le mdme que celui des points at, a^^, ^s, a\. Ainsi, 
dans le cas oii trois points doubles sont en ligne droite, il y 
a une infinite de points doubles; mais, appelant S le deter- 

minant des Equations (i), ses mineurs sont nuls et -7- est nul ; 



r^quation S = o a une racine double ; si T^quation S = o n'a 
pas de racine triple, on voit que, independamment de la ligne 
des points doubles, il existera un point double, en general 
situ^ en dehors de cette ligne. 

Plagons-nous dans I'hypoth^se ou les points doubles forment 
un triangle; prenons ce triangle pour triangle de r^f^rencc, 
les formules de transformation devront ^tre satisfaites pour 
a: = 0,^ = 0, x'=Oj y^=:o : cela exige que c -- c' = o; on 
verrait de m^me que a' = o, a"=o, 6:=o, b"=:o, Ces for- 
mules de transformation se r^duiront done a 



(^) 



a-' y' z' 

ax by c z 



ce qui montre que la iheorie des coordonnees trilin^aires doit 
donner les m^mes r^sultats que I'homographie, lorsque les 
coordonnees d^un point sont non pas les distances de ce point 
au triangle de reference, mais des quantites multiples de ces 
distances, le rapport restant ind^termin^. 

Mais, si Ton transporte la figure Xy y^ z d'une fa^on 
quelconque dans son plan, il faudra remplacer x, y, z par 
des fonctions lin^aires de ces variables dependant de trois 
param^tres arbitraires; si alors on forme les Equations (1) 
pour les nouvelles valeurs de a, 6, c, on pourra ecrire que 
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les mineurs de s sont nuls, et Ton voit que, en general, on 
pourra d^placer Tune des figures, de mani^re qu'apris le 
d^placement les figures aient en commun une infinite de 
points comcidant avee leurs correspondants. 

Si Ton prend la ligne double pour c6l6 ^ = o du triangle 
de r^f^rence, et le point double isol^ pour sommet oppose, 
les formules de transformation prendront la forme (a), 
Tequation en s se r^duit k (s — a){s — b')(s — c") = o, et, 
comma elle a une racine double, il faut, par exemple, que 
a = 6'. Les deux figures sont alors dites homologiques, Les 
formules de Thomologie ramenees k leur forme la plus simple 
sont alors 

(3> - = :-. r= A -. 

X y z 

Le point a:- = o, j' = o, est le centre d* homologies la droile 
z=:o est Vaxe d^homologie, 

Appelons O le centre d'homologie, D Taxe, M et M' les 
points correspondants dont les coordonn^es sont respective- 
ment x^y^ z et x\ y^ 5'; les Equations (3) exprimcnt que les 

points O, M, M' sont en ligne droite et que le rapport 7%ir|7est 

^gal au rapport des distances du point M et du point M' a 

Taxe d^homologie, multipli^ par une constante \, Ce qui 

rcvient k dire que, si P est le point ou la droite OMM' 

rencontre Taxe, on a 

OM PM 

OM' " PM' ' 

Cette formule pent servir a construire Ic point homologue 
d^un point donn^; a son inspection on voit que : 

I® Les deux droites joignant deux points et leurs cor- 
respondants se coupent sur I' axe d^homologie; 

2* Les langentes en deux points homologues de deux 
courbes homologiques concourent en un m^me point de 
Vaxe. 



\_. 
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3° Les Langentes d une courbe nienees par le centre 
(Vhomologie sont langentes d la courbe homologique. 

4** Vaxe d'homologie est une corde commune aux 
courbes homologiques, 

5** Deux coniques quelconques sont homologiques de 
plusieurs manieres; chaque point de concours de deux 
tangentes est un centre d'homologie, une corde commune 
lui correspond en qualite d^axe d' homo logic*; etc. 

On voit que les droites corrcspondantes de Tinfini sont 
parall^les; done, qiiand on voudra amener deux figures 
homographiques a 6tre homologiques, il faudra d'abord 
rendre paralleles les droiles correspondantes de Tinfini, 
apr^s quoi une simple translation de I'une des figures suffira 
pour assurer Thomologie. 

Nous ne ferons pas d^application de Fhomologie; disons 
seulement qu'elle pent servir k d^duire du cercle une foule 
de propri^t^s des coniques : c'est ce que Ton pent voir dans 
les CEuvres de Chasles et de Poncelet, qui sont les inventeurs 
de rhomographie et de Thomologie. 

Lorsque I'on suppose la droite ;; ^-^ o rejetee k I'infini, les 
formules (3) donnent 

X y 

, - - . - 'M 

les figures homologiques sont alors homoth^tiques : I'homo- 
thetie est done un cas particulier de Thomologie, et par 
cons(^quent la similitude est un cas particulier de Thomo- 
graphic. 

Une derni^re remarque, en terminant ces considerations 
tr^s succinctes. Des formules de transformation alg^briques 
telles qu'^ un point et un seul d^une figure corresponde 
toujours un point et un seul de la figure transform^e et vice 
versa, sont n^cessairement les formules de I'homographie, 
car ces formules sont les seules qui soient du premier degre 
par rapport aux coordonn^es de Tun ou Tautre syst^me de 
variables. 
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yill. — Digression sor les courbes da troisieme ordre. 

Une courbe du Iroisi^me degr^ a neuf points d'iDflexion, 
car sahessienne est de degre 3. Toutefois, comme une courbe 
du troisieme degre peut poss^der un point double, on voit 
que le nombre de ses points d'inflexion pourra ^tre reduit 
a trois et m^me k un, si elie poss^de un rebroussement. 

Parmi les courbes du troisieme degre, il y en aura de la 
classe 3.2 = 6; il y en aura de la classe 4 ^t de la classe 3, 
ainsi que le montrent les formiiles de Pliicker. 

Les points d'injlexion sont lou jours trois a trois en ligne 
droite, 

£n eflet, soientMM'AF un triangle forme par les tangentes 
a trois points d'inflexion, A, A', A" les points de contact : on 
aura, en vertu du theoreme de Carnot, 

MA'' .M'A'' ,Wk 

Cette relation, apres extraction de la racine cubique de ses 
deux membres, donne une relation qui prouve bien que les 
points A, A', A" sont en ligne droite. 

Rapportons la courbe k un point d^inflexion, la tangente 
etant prise pour axe des a:; il faudra que, pour j' = o, T^qua- 
tioD en X ait trois racines nulles; elle sera done de la forme 

©3 -f- ay^ -i- ibxY -+- cy — o, 

^3 designant un polyn6me homog^ne du troisieme degre. 
Solent O le point d'inflexion, OM'M" une s^cante el M un 
point sur cette s^cante, tel que 

2 I I OM'-' OM' 



OM ~ OM' OM* ~ OiM' . OM* 
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Le lieu du point M est une droile diie polaire harmonique 
du point O; en effel, soient 

ar— -rcos6, ^=rsin6 

r^quation de OM : Ics coordonn^es de M' et M' sont donn^es 

par 

r'<p3(cosO, sin6)-+- r{a sin'6 -f- ib cosO sin6)H- c sin6 = o; 

il en r^sulte 

OM — OM' _ AT sin«6 -4- '>J>cos6 sin6 _ asin6-4- afe cos6 
"0MT0M'~ "" " c sinb c ' " 

done 

'>. _ a sin 6 -f- !i 6 cos 6 

OM "" c 

Si Ton remplace OM par /-, on a Inequation de la polaire har- 
monique 

ay -h ibx -f- 2C — o. 

Supposons que le point d'inflexion O s'^loigne k TinGni : 
la polaire harmonique deviendra un diam^tre recliligne de la 
courbe pour les cordes paralUles a la direction dans laquelie 
le point O s'est ^loign^. 

Ainsi, par une transformation homographique ou m^me 
homologique, on pourra donner k la courbe un diam^tre rec- 
tiligne, et m^me un axe; on pent faire mieux : prenons la 
tangente d'inflexion pour droite de Tinfiniy pour axe des x le 
diam^tre et pour axe des y une perpendiculaire passant par 
le point d^inflexion a I'infini. II n'entrera plus dans I'^quation 
de termes tny ely^, car la droite de I'infini ^tant tangente 
d'inflexion, quand on aura rendu P^quation homog^ne, pour 
^ = o, les termes du troisi^me degr6 en x eiy devront former 
un cube parfait, ce qui exige que j^n'y entre plus, puisque^* 
n'y entre pas. Ainsi : 

Par une transformation homographique on ramine 
toute equation du troisiime degri a la forme 
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une transformatioD de coordonn^es fait disparailre le iermce/, 
et I'on a, en g^n^ral, 

Si la courbe possede un point double a Torigine, on a ^ = o ct 
son Equation afifecte la forme 

y\ _ x^(x — a), 

el si elle poss^de un rebroussement, la forme 
qui repr^sente la parabole semi-cubique. 



IX. — Figures conelatiyes. 
Posons 

z - a' \ -^ b' r^ -\- c'l' 1 ~~ a^\~^b\-^c'X 

et supposons que, x^y^ z ^Lant les coordonn^es bomogenes 
ordinaires d^une Hgure, ^^ tj, 2^ soient les coordonn^es tangen- 
tielles homog^nes d'une autre figure. Les deux figures en 
question sont dites correlatives; elles jouiront des propri^t^s 
suivantes : 

I** La transformation n' alterant pas ledegri des iqua- 
tionSf.d un point de la pre mid re figure correspondra une 
droite de la seconde et a une droite de la premiere figure 
un point et un seul de la seconde. 

a** A une conique de la premiere figure correspondra 
une conique de la seconde. 

S** En general, a une courbe du m'^'"^ ordre correspondra 
une courbe de /n'^'"* clause et vice versa. 

4** A deux droites qui se coupent correspondent deux 
points et la droite qui les joint. 

5** A une droite tangente d une courbe correspond un 
point situe sur la courbe correspondante. 

6** A deux courbes et d leurs intersections correspondent 
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deux courbes et leurs tangentes communes et vice versa ; 
et en particulier d une courbe et d une droite avec les points 
d' intersection correspondent une courbe, un point et les 
tangentes issues de ce point, etc., etc. 

7** A quatre points en ligne droite correspondent quatre 
droites concourantes, possedant le meme rapport anhar- 
monique. 

Ed eflfel, les Equations tangentielles de quatre points en ligne 
droite peuvent ^tre mises sous la forme 

I»H-XiQ = o, I>-i-X,Q=o, P-^-XsQ-o, P-T-XiQ^o; 

une transformation correlative donne les quatre droites con- 
courantes, 

P, Q d^signant des fonctions lin^aires des coordonn^es tan- 
gentielles \y 7^ et/7, q des fonctions lin^aires des coordonn^es 
ordinaires x^ y\ dans les deux cas, le rapport anharmonique 

est 

/j - As , Xj - X-, 

Xj--Xi Aj — A4 

Les figures polaires r^ciproques sont un exemple de figures 
correlatives. Soit S = o I'^quation de la conique directrice, la 
polaire du point x^ y^ c a pour Equation 

A — - 1 - — Z - = o, 
Ox oy dz 

les coordonn^es tangentielles de cette droite sont 

^ dSs r)S d^ 

ox Oy oz 

elle correspond au point j:,J', 5, et les formules precedentes 
sont celles d^une transformation correlative, puisque ;p> ^ > 

^sont du premier degre. II est ais6 de voir que deux figures 
correlatives peuvent toujours Hre d^plac^es de mani^re k 
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pouvoir Sire considerees comme polaires r^ciproques, cette 
derni^re traasformalion contenantcinq param^tr^s arbitraires. 

Th^oheme. — ToutefigureY correlatwede lafigureY' 
est une figure homographique avec lapolaire riciproque 
de ¥' prise par rapport d une conique quelconque^ en par- 
ticulier avec la polaire rectproque de F' relativement au 
cercle x- -\-y^ -^-52 = 0. 

Cela revient a prouver que deux figures correlatives 
d^une troisieme sont homographiques : ce qui est Evident. 
En effet, soicnt x, y^ z et x\ y, z' les coordonn^es de deux 
points qui correspondent a la droite qui a pour coordonn^es 
tangentielles S, 7|, 2^; on aura, en appelant a, 6, . . . , a, ^, ... 
des constantes, 






? 



ax -i- by -. cz d x -^-b' y -r- c' z a" x -^ b" y -r- c' z 

? _ r\ _ g 

Telimination de $, tj, ^ fournit entre x,y, z et x', y^ z' des 
relations qui servent a deGnir une relation homographique. 
En g^n^ral, la th^orie des figures correlatives ne donnera 
done rien de plus que la th^orie de la transformation par 
polaires r^ciproques dont on pent faire remonter Torigine k 
Brianchon, mais qui a ^t^ particuli^rement d^vclopp^c par 
Chasles el par Poncelet. 

X. — Recherche de la classe d'une courbe algebrique 
et dn nomhre des points critiques d'une fonction algebrique. 

Soit 

(I) f{^,y)^o 

une Equation irreductible de degre m : elle rcpresente une 
courbe de degr6 m : nous d^signerons par n sa classe. Une 
transformation homographique n'alterant, ni le degre, ni la 
classe, ni la nature des points singuliers, on pent faire subir 
L. — Traite d'AncUyse, IV. 5 
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a la couibe une telle transformation, de mani^re qu^il n y 
ait pas de points singuliers a Tinfini. 

Ceci pos^y soient a, ^, ^ l^s coordonh^es homog^nes d'un 
point quelconque du plan, el, T^quation (i) ^tant rendue 
homog^ne, consid^rons le co variant 

* dx ^ dy ^ dz^ 

et evaluons la somme de ses ordres relativement aux circles 
dey=:o. Celte somme devra ^ire nulle (p. 38) : 

i^ Par rapport k un cycle dont Torigine est a Tinfiniy la 
courbe n^ayant plus de points singuliers a Tinfini, Tordre 
de <p sera — {m — i) ; or la courbe f=z o a m points a Tinfini : 
done la somme des ordres de <p relativement aux cycles ayant 
leur origine a Tinfini est — ni{m — i). 

Maintenant prenons I'ordre de cp par rapporl a un cycle 
dont I'origine est k distance finie; <p ne s'annule qu'aux points 
de contact des tangentes issues du point a, ^, ^ ^^ ^"^ points 
singuliers ; alors : 

2"* L'ordre de (p en un point de contact est ^videmment 
egal k un, et par suite la somme des ordres de ^ relative- 
ment k tons ces points est n, classe de la courbe. 

3^ L'ordre de (p relativement k un point singulier pent 
s^obtenir comme il suit : on efiectuera une transformation 
homographique consistant k prendre a = o, y = o ; alors ^ se 

reduira a -p> mais, quand on substitue dans ~ les valeurs 

Aq y tiroes de T^quation de la courbe, on obtient les produits 
des^carr^s des differences des valeurs de j^. Pour avoir I'ordre 
de cp, il faudra prendre le produit des carr^s de toutes les dif- 
ferences des valeurs de j^ qui s'annulent pour j? = o ; mais ce 
produit (p. 4^) est le double de ce que nous avons appele 
le nombre des rencontres de la courbe avec elle-mdme. II en 
r^sulte que la somme des ordres de cp estle double du nombre 
total des rencontres de la courbe avec elle-m^me. En appelant 
ce nombre o, on a done 

— m{m — i) -i- /I -t- 2 = o 
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ou bien 

n — m{m — 1) — aS. 

Lies points critiques de la fonction alg^brique y definie par 

r^quation (i) sont ceux qui satisfont k T^quation ^ = o; 

toutefois les points singuliers k tangentes separ^es ne sont 
pas critiques : le nombre w des points critiques sera done n ; 
s^il 11 y a pas de points critiques k tangentes s^par6es et si Ton 
designe par r le nombre des cycles d^ordre sup^rieur k un 
qui correspondent aux points critiques, on aura 

w = n-f- r; 

mais il faudra compter comme point critique double, tri- 
ple, etc., celui ou se r^uniraient deux, trois, etc., cycles 
d'ordre sup^rieur a un. 



XI. — Points d'inflexion d'nne courbe algdbriqne. 

Cherchons, pour T^galer a z^ro (p. 38), la somme des 

ordres de la fonction -^^ par rapport aux cycles de la courbe 
d'ordre m 

Nous aurons plusieurs esp^ces de cycles a considerer : la 
fonction -^ s'annule aux points d'inflexion de /=o; il y 
aura done a considerer les cycles correspondant a ces points ; 

elle devient inGnie pour ;r = 00 et aux points ou — estnul ; 

df 
d'ailleurs tous les points ou j- est nul peuvent ne pas rendre 

-~ infini : c'est ce qui pent arriver s'ils sont singuliers. Or 

on pent supposer que Ton a transform^ les coordonn^es, de 
telle sorte qu'aucun des points oi!i la tangente est parallele 
a Taxe des jk ne soit singulier, et de telle sorte qu^aucunc 
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asymptote de la courbe ne soit parallMe a Taxe des^. Ceci 
pos^ : 

1° Les cycles relatifs aux points d'inflexion, c'est-a-dire 

pour lesquels on a ^'^ = o, peuvent ^Ire repr^sent^s par des 

equations de la forme 

y — A arP -4- . . . , 

ou jo J 3, 1'ordre est un, la classe v est /? — i . Si le point d'in- 
ilexion est ordinaire, on aura /> = 3, v = 2, 

y =/)(/) — i)2r/'-«-+-... 

et I'ordre dey" = -~^ sera un ; si done on consid^re un point 

pour lequel la classe est v comme Equivalent i v — i = /? — 2 
points d^nflexion ordinaires, on pourra dire que chaque point 
d^inflexion fournit une unitE k la somme des ordres de la 

fonction -r^- 

2° Les cycles 011-^=0 sont en nombre Egal a la classe n 

de la courbe /=<), en ces points qui ne sont pas singuliers 
grdce a ce que les axes sont quelconques, on a 

y — ^ = A(a7 — a)*-i- B(r — a)-i- . . . 
et 

I'ordre de -1-^ par rapport a ( j: — a)" est Egal a — 3 : done 
les cycles ou y- :=:o fournissent chacun — 3 unites a la 

somme des ordres de la fonction -v-l* 

3** Les cycles pour lesquels x est infini ont des equations 
dc la forme 

X 
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et oe correspoDdent pas k des points singuliers. puisque les 
axes des coordonD^es sont quelconques ; on en tire 

done y est du troisi^me ordre par rapport 4-> et chaqiie 

point a Tinfini foumit 3 unites a la somme des ordres de^^ 
En resume, la somme des ordres dc^^ est le nombre i des 
inflexions de/=o, diminue de trois fois le nombre n des 
points ou U tangente est parallile aux^, et augment^ de trois 
fois le nombre m des points k Tinfini ; on a don^c 

I -4- 3m — 3w =o 
oil 

I = 3(/i — m). 

Si la courbey*= o n'a pas de points singuliers, on a 

n — m(/n — i) 

et Ton retrouve la formule 

i — Zm{m — a); 

c^est Tune des formules de Pliicker, en supposant que la 
coarbe/^ro ne poss^de pas de singularit^s. 

XII. — Transformations quadratiqnes. 

Les formules de la transformation quadratique sont de la 

forme 

,_ U ,_ V 

U, V, W designant trois polyn6mes du second degr^ enx^y. 
Ces formules peuvent 6tre remplac^es par les suivantes 

, ^ _ y __ ^' 

^'^ U ~ V ~ w' 

ou j/, y^ z' sont des coordonnees homog^nes et ou U, V, W 
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peuvent ^tre census fonctions de trois coordonn^es homo- 
g^nes X, J, ;:. 

Nous n^^tudierons que la transformation quadratique bira- 
tionnelle, c'est-^-dire telle que I'on puisse d^duire des for- 
mules (i), x^yyZ en fonctions rationnelles de ^,J^', z', Cher- 
chons done tout d'abord la condition pour que les formules (i) 
repr^sentent une transformation birationnelle. 

En g^n^ral, si Ton se donne le point {x\ y, z'), les Equa- 
tions (i) repr^senteront deux coniques ou m^me, si Ton veut, 
trois coniques 

(2) VVy— V^'=o, \]z^\\x' = o, Va-'— uy = o, 

dont les intersections x^ y^ z au nombre de quatre seront les 
points correspondants au point x', j/, -s'. Toutefois, si les co- 
niques U, V, W avaient trois points, A, B, C communs, les 
coniques (1) ou (2) passeraient par ces trois points fixes et 
n'auraient plus qu^un seul point d^intersection variable, et 
dont les coordonn^es seraient fonctions de od ^ y\ z'] x^ y^ z 
seraient alors rationnels en x' ^y\ z\ Supposons qu'il en soit 
ainsi. 

Prenons le triangle ABC pour triangle de ref<^rence : les 
formules (i) prendront la forme 



y 



(3) 



Kyi H- \^xz -\~ Cxy 



A'yz -r- B'xz -+- Q'xy 

z' . 

Ayz-hB'xz-i^Cxy' 



or, si Ton pose 



XA-^ jxA' -1 vA' - I 

XB-T {jlB -f vB' r^O 

XC-4-{JlC -^vC -.0 

X'A--jjl'A'-+-v'A'---o 

A'B-i-JJL'B' 4-v'B'= I 

X'G-:-{Jl'C'-r-v'G'=-0 



X'A 


-4- 


fji'A' 


^-v'A'r 


= 


X'B 


-+- 


{jl'B' 


-hv'B':. 


-0 


X'G 


-+■ 


Ix'C 


-hv'Cr 


= I 


» 
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Ics qnantitds A, jjl, v, ... seront bien d^termin^es si Ton n'a 

pas 

A A' A' 

B B' B' =0, 

c c c I 

c'est-a-dire si les equations U^r^o, V = o, W = o sont dis- 
tincts, et alors de (3) on d^duira 

yz ~~ zx xy 

Udc transformation homographique de la figure oc/ ^ y\ z^ 
ram^nera ces formules ^ la forme 

yz xz xy 
d'ou I'on tire r^ciproquement 

T _ y _ z 



y'z' zx' x'y' 



de sorle qu'aw point x^y, z correspond un^ et un seul point 
x^^y^ z\ et vice versa. 

Consid^rons la transformation 



<1) 


X 


zrz 


y 

li'x' 






qui donoe 














x' 




y 




^1 

• 



yz zx xy 

donnons-nous le point M de coordonn^es x, j', z et vojons 
comment on construira le point correspondant M' de coor- 
donn^es ^, y, z'. 

Soit ABC {fig' 2) le triangle de reference 5 soient X = o, 
Y = o, Z t= o les Equations de BC, CA et AB respectivement. 

Le point M est a Tintersection des droites CK et AL, 
representees par les Equations 

Y _ X Y _ Z, 

y ~ x^ y ^ z* 
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done le point M' est a rinterseclion des droites 



y a?' 



z 



que nous appellerons CK' et AL' (,/?^. 3). 

Pour rendre les choses plus claires, nous conslruirons U\ 



Fig. J. 




point M' sur une autre figure ; C¥J el AL' (^fig' 3) seront des 
droites, telles que 



Fig. 3. 




done : 



CAL' ^ BAL, 
BCK'-- ACK; 



i*^ A un poincM non silui sur le perim^tre du triangle 
de rifirence correspond un point M' non situi sur lepiri- 
mitre de reference, 

a** Sipar le point M on imagine un deplacement rfjr, dy^ 
dzy le point M! subira un deplacement de mime ordredx^ 
dy y dz\ pourvu que M ne soit pas sur le pirimktre du 
triangle de rifirence. 
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3® II r^sulte de la que, si le point M est un point multiple 
d'une courbey non sitae sur le pirim^tre du triangle de 
rifirencey le point M sera un point multiple de mime 
espice de la courbe transformie. Et par point de mdme 
esp^ce, il faut entendre non seulement un point de m^me 
ordre de multiplicity, mais encore un point ayant le m^me 
nombre de tangentes confondues, les branches de courbe 
tangentes ayant le m^me ordre de contact dans la courbe 
propos6e et dans la transform^e. 

4*^ Supposons maintenant qu'une courbe ait en C un point 
multiple d'ordre v : voyons comment sera situ^ son corres- 
pondant et quelle sera sa nature. A cet efiet, prenons deux 
points M et M o sur deux branches de la courbe, voisins de C 
eten ligne droite avec A : leurs correspondants M' et M', seront 
sur deux droites CM' et CM '^ , faisant entre elles le mdme angle 
que CM et CMi, et tr^s prds de AB, de sorte que, si le point 
multiple placi enC a ses tangentes separees, d ce point 
correspondront v points distincts sur AB. 

5° Supposons les points M et M4 situ^s sur des branches de 
courbe ayant entre elles un contact d'ordre N; MMi sera 
d'ordre N -1- i et M'M', d'ordre N; aux branches tangentes en 
C correspondront done deux branches tangentes de la courbe 
transform^e n'ayant plus qu*un contact d'ordre N — i ; ainsi 
done, si le point multiple place en Ca des tangentes con- 
fondues ayant des contacts d^ ordre N, N', N", . . . , d chaque 
couple de ces branches correspondront d^autres branches 
ayant un contact d^ ordre N — .1 , N' — i , N'' — i , .... 

De ces remarques d^coule un th^or^me de la plus haute 
importance. 

Th^oreme. — Au moyen d'une sirie de transformations 
quadratiques birationnelles, onpeut toujours transformer 
une courbe algibrique quelconque, en une autre qui n'ait 
plus de points multiples d tangentes confondues. 

En efTet, pla^ons le sommet C du triangle de reference en 
un point multiple k tangentes confondues de la courbe k trans- 
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former, el choisissons le triangle de T6i6rence de telle sorte 
qu'aucun de ses c6t^s ne touche la courbe; la transformation 
quadra tique pourra bien introduire de nouveaux points mul- 
tiples, mais aucun d'eux n*aura de tangentes confondues. 
Quant au point C, il a €l6 remplac^ par d*autres points simples 
ou multiples avee des branches ayant un contact d'un ordre 
moins ^lev^ d^une unitd que dans la courbe primitive. 

En operant successivement des transformations analogues, 
on pourra introduire de nouveaux points multiples, mais a 
tangentes s^parees, et I'on finira par faire disparaitre tout 
contact entre les branches qui passent parun point singulier. 
Ce th^or^me est de M. Nother. 



XIII. — NouTelle espece de formnles de transformation 

des fonctions algebriqaes. 

Consid^rons deux courbes algebriques 

(a) /'(^',y) = o. 

Si Ton etablit entre les coordonn^cs ^, y ; x', y une relation 
alg^brique, 

(3) ?(ar, ar';^, y)r^o; 

si I'on se donne le point (x', y) sur la courbe (a), ^ et^ se 
trouveront d^termin<§s au moyen des Equations (i) et (3) sur 
la courbe (i) et vice versa; le point (x, y) ^tant donn^ sur la 
courbe (i), a/ el y seront d^termin^s au moyen des equa- 
tions (a), (3). 

Ainsi, en vertu de la relation (3) qui Etablit une correspon- 
dance entre les points (:r,y) et {x'^y) situes sur les courbes (i) 
et (2) respectivement, a un point de la courbe (i) corres- 
pondront, par exemple, k' points de la courbe (2), et i un 
point de la courbe (2) correspondront k points de la courbe ( i ). 

Si une correspondance est telle qu'^ un point de (i) cor- 
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responde un point seulement de (2) et vice versa, en d'autres 
termesy si A::= A*'= i, on dil que la correspondance est uni- 
forme, ou encore que les courbes (i) se correspondent /7om^ 
par point. 

Pour obtenir une courbe qui corresponde uniform^ment ou 
point par point k la courbe (i), il suffit en general de poser 

?y VCv '^ designant trois polyn6mes enliers ; si Ton ^limine x ely 
entre(i)et(4), on tombesurune Equation, telle que (2), qui 
repr^sente une courbe (2) correspondan t point par point ^ ( i ) . 

En eflTety si T^quation (2) est satisfaite, les Equations (i) 
ct (4) ont une solution commune x^y. Si celte solution com- 
mune est unique (ce qui a lieu le plus souvent), x ety s'ex- 
primeront rationnellement en fonction de x' ety. 

Ainsi, en g^n^ral, une transformation, telle que (4)) ration- 
nelle, appliqu^e k une courbe alg^brique, la transforme en une 
autre qui lui correspond point par point, et Ton passe de la 
courbe transform^e k la courbe primitive au moyen d'une 
transformation de m^me forme que celle qui sert a passer de 
la courbe primitive k sa transform^e. 

II y aura done une infinite de mani^res de former des Equa- 
tions de courbes qui se correspondent point par point. 

XIV. ~ Theoreme de la conserration da genre. 

Consid^rons deuiL courbes C et C se correspondant point 
par point, c'est-a-dire de telle sorte qu^k un point de Tune 
corresponde un point et un seul de Tautre. Soient x ety les 
coordonn^es d'un point de C; x' ety les coordonn^es du 
point correspondant de O : alors j? et ^ seront fonctions 
rationnelles de x^ et de^, et vice versa d'ailleurs. Nous sup- 
poserons 

?(^^y), „_y. (^',y ) 

?) y.> ^ d^signant des polyn6mes dont le degre sera s. 
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Solent 6r, b, c des constantes quelconques : considerons la 
foQction lin6aire de x' el y 

6 ^ atp -'(-by -h c^^ 

el ecrlvons que la somme des ordres de celle fonction par 
rapport aux cycles de la courbe C est nuUe. 

i^ La somme des ordres de Q par rapport aux cycles pour 
lesquels x' ely' sont infinis est, en appelant m' le degr6 de C, 
le produit — m!s\ en effet, le nombre des cycles de C pour 
lesquels Torigine est a Tinfini est m' et Tordre de 9 par rapport 
a chacun d'eux est — s, 

2** Si cp, y , ^ sont nuls a la fois, k cliaque point (^', y^ pour 
lequel ^ = y= ^j; = o, correspondra un cycle; les ordres 
de cp, y, ^ par rapport k ce cycle ^lanl d^sign^s par A, il s'in- 
troduira dans la somme que nous voulons ^valuer un terme 
egal ^ S/i. 

3° Endn, si Ton consid^re un point d'intersection de la 

droite 

ax -h by -f- c — o, 

avec la courbe C, a ce point correspondra un point (a:', y^) 
donnant lieu k un cycle, par rapport auquel Tordre de sera 
^gal ^ un : le nombre total de ces cycles est m; ce nombre 
doit done (igurer dans la somme des ordres de 0, et Ton a 

(i) — m'* -i- lA -*- m = o. 

Considerons en second lieu la fonction 

df 

dans laquelle -p-, designe une deriv^e to tale relative a x' ^ ^galc 

par consequent k ~ -1- -^, ^, et ou a, 6, c d6signent irois 

constantes quelconques, el ^crivons que la somme de ses 
ordres relalivement aux cycles de C est nuUe. 

I** Les points x'^y, situ^s k Tinfini et qui sont an nombre 
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de m\ donnent des cycles par rapport auiquels I'ordre de T 

est — 2(5 — i),parcequeledegr^dey^^ — ^^, parexemplc 

est 2(5 — i); ces points fourniront k la somme que nous 
voulons ^valuer la par tie — 2m'(s — i). 

2® Les points ou dx' = o fournissent a la somme que nous 
cherchons I'element — /i', ^gal en valeur absolue a la classe 

de a. 

3® Consid^rons maintenant les cycles dont I'origine x', y' 
annule le polyndme T et tout d'abord ceux pour lesquels 
Torigine satisfait aux equations 

y dAf — ^ drf __ ^\d^ -~od^ _ o dy — / ^? _ 
dx' "~ da^ ~" dx' 

Soit 

Tequation de I'un de ces cycles et 

X — .r = O, Y —7 = A /> H- . . . 

r^quation du cycle correspondant sur la courbe C; on a 

d\ dx' 



'- dx' ^ dx' - A '^^dt 1^ ' dt'^^ 



dt ' dt ' 



mais 0, y^, ^ sont d*ordre h : la quantite prec^dente est done 
d'ordre 2/1 4-y — y'. Les cycles consid^r6s fournissent done a 

la somme que nous voulons ^valuer r^l^ment^(2A — y'-Hy )• 

4® Enfin nous avons encore k consid^rer les cycles dont les 

coordonneesderorigine,sansannuler^lafois \i > > • * • » 

annulent cependant T. La relation T = o est une relation 
lin^aire entre les coordonn^es tangentielles d^une tangente a 
la courbe C : elle exprime que cette tangente passe par un point 
fixe, ce qui determine n points x^ y et par suite n points x\y ^ 
et 71 cycles apportant une unit6 k la somme que nous voulons 
evaluer, n d^signant la classe de C. 
On a done finalement 

(2) — 2/n'(5 — i) — /i'4- 2(2/*— y'-+-y)-h/i = o; 
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relimination de s entre (1) et (2) donne 

(3) n — ini -(n' — im)--'L{j — y' ) = o. 

Malntenant je dis qii^en tout poiat ou Ton n'aura pas 
y M — ^ dy^ _ '^ dta — m d'^ _ od/ — X <^® 



dx dx' dx' 



= o, 



le cycle ay ant ce point pour origine et le cycle correspondant 
sur la courbe C auront le m^me ordre. 

En efTet, les Equations d*an cycle de C ^tanl 

X = X -iJ, Y — y - AtJ-,-..., 
les Equations du cycle correspondant de C seront 

» • Y 

t\f{x iJ,y -AiJ ...) ^ 

ou 

. I d ^ d ^\ 

done, SI Ton n^a pas 

o dii^ — ^ dr^ = - o, X^^ — 't' ^y "^ ^» 

ce qui entrainerait i}/ rfcp — cp c/tj; = o, 1' ordre y du cycle de C 
sera ^gal ay'. La mdme conclusion subsiste quand le point (j^^y) 
est a rinfini. 

Dans la formule (3), on pent done supposer que le signe ^l 

s'etend k tous les cycles des courbes C et C; si Ton ^critcette 
formule (3) ainsi 

(4) n — 'inin^{j—i}^n' - am' H^Cy'— 1), 

on pourra dire que les signes ^ s'appliquent a tous les cycles 

dont Tordre n'est pas 6gal a Tunile. 

Nous verrons tout a Theure que le nombre 



/I — 2 772 h 



2o-.) 
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est pair. Appelons-le 2(/7 — i) : nous aurons alors 

/I — a m — 2 (y — I ) = 2/? — 2 
ou bien 

(5) ^ = ? _^i_Hi_ '-^U'-^)'^ 

ce nombre pestce que Ton appelle le genre de la courbe G. 
On peut done ^noncer le th^or^me suivant, qui a et6 entrevu 
parRiemann, mais dont le veritable sens et la demonstration 
rigoureuse ont ete donnas par M. Halphen et M. Smith. 

Tnto&EME. — Une transformation rationnelle n'altire 
pas le genre d'une courbe. 

Ety en particulier, une transformation quadratique(p. G9 
n*all^re pas le genre d'une courbe. 

XV. — Liinite dn nombre des singularites. 

Dans le cas ou la courbe algebrique C n'a pas de points 
singuliers a tangentes confondues, la formule (5) du para- 
graphe precedent qui donne le genre se r^duit a 

n 

p = wi 4- 1 , 

•2 

car il n'j a pas de cycles d*ordre sup^rieur k un, et, en rem- 
pla^ant n par sa valeur, qui alors est (p. 67) 

/i = /n(m — i) — = m{m — 1) — > . 

k d^signant Tordre d'un point multiple, on a pour p la valeur 

enli^re 

_ (m — i)(m — 2) y^ k(k — }) 

Je vais prouver que, dans ce cas, le genre est positif, c'est- 
a-dire que le nombre des intersections d\ine courbe G avec 
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elle-m^rae ne peut ^tre sup^rieur a — H-l-i —. En effel, 

supposons que ce nombre puisse ^tre egal a 

,.^ (m — i)(m — i) /7i'— 3m-^4 

( A ) f -^ I = - - - . _ — 

•2 2 

au moins. Par des rencontres faisons passer une 

coiirbe QJ d'ordre m — i , ce qui veut dire, par exemple, que 
si la courbe C a un point d^ordre de multiplicite A:, j'assujet- 
lirai la courbe a passer par ce point et ^ y avoir un point d'or- 
dre k — I ; cela revient k assujettir la courbe C k ; "^ 

conditions; en efiet, assujettir la courbe C k avoir un point 
d'ordre k — i en un point determine, c'est bien I'assujettir 

a conditions. Or une courbe d'ordre m — i peut etre 

. . (m — i)(m-h2) m*-f-m — i ,.. , 

assujettie a ^ ou ; conditions; ies con- 

ditions auxquelles elle a d6ja ^t^ assujettie ne permettent plus 
que de lui faire remplir 

m* -^ m — 7. m* — 3 /w -i- 4 

- - = 2 /n — 3 

2 2 

conditions; profitons-en pour la faire passer par 7.ni — 3 
points de la courbe C. Comptons a present le nombre des 
intersections des courbes C et C. En un point d'ordre k de C 
(p. ^i)^Q\\es ont k{k — i) points communs confondus, c'est- 
a-dire deux fois autant de points communs que la courbe C 
a d'intersections avec elle-m^me. 11 en r^sulte que le nombre 
des intersections de G et C confondus sur Ies points singu- 
liers est double du nombre (A), c'est-^-dire 

m* — 3/71 -I- 4- 

Si I'on ajoute a ce nombre Ies 2 m — 3 autres points par les- 
quels on a fait passer C, on a un total de points 

/n* — m -h I = m(^m — 1)4- i ; 
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mais les courbes C et C sont de degrds m ei m — i : elles ne 
peuvent done se couper en plus de m(m —. i) points que si 
une partie ou la totality de la courbe C se confond avec C; 
en d^autres termes, que si cette courbe C n'est pas une courbe 
proprement dite, mais bien un ensemble de courbes distinctes. 

Maintenant considerons une courbe avec des singularit^s 
quelconques; au moyen d'une s^rie de transformations qua- 
dratiques, on la changera en une courbe n^ayant plus de points 
singuliers k tangentes confondues. Cette suite de transforma- 
tions n^aura pas altere le genre; done : 

I** Comme apres la transformation le genre se trouve ^tre 
un nombre en tier positif, on en conclut que : 

Le genre d'une courbe est toujours un nombre entier et 
positif {pour une courbe indecomposable) , 

2** Si, dans la formule (5) du paragraphe pr^c^dent qui 
donne le genre /?, on remplace n par sa valeur (p. 67), on 
trouve 

et i'on voit que 5 -+- -^ij — 1) est un entier. 

Si une courbe pent se decomposer en d'autres d'ordre 
moindre, son genre pent devenir n^gatif; par exemple, un 
syst^me de trois droites est une courbe de troisieme degre 
de genre i — 3 = — 2. En general : 

Le genre d'une courbe C formie de plusieurs aulres 
Ci, C2. . . . , Ck de genres p^^ /?2, . ^ -, pk en nombre k est 
egal a 

En eflet, le genre P de la courbe G est, en appelant m son 
degre, o la somme de ses rencontres avec elle-meme, j Tordre 
d'un de ses cycles d'ordre superieur a un, 

L. — Traile d* Analyse, IV. 6 
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le genre pi de la courbe C/ est, en le supposant de degr6 /w/, 



Pi = 



(m,~- \)(mf—'x) 



— ^i~-^Ui~^)i 



0/ elji d^signant pour cette courbe les quantit^s analogues 
a 8 ety". En g^n^ral, les courbes Q se coupent en 

mi /III -+- /nj ^3 -f . . . -h mjt-i m^ = ^ m/m/i 

points que Ton peut rcgarder comme des points doubles de C ; 
on a done 

et, par suite, 

la formule (i) donne alors 

p = Oil'—) (^ "''-'') 

(mi — \)(m/— 'x) 






ou 



V = '^p-k^i, 



C. Q. F. D. 



XVI. — Reduction des fonctions algebriqnes. 

Nous allons voir que toutes les fonotions algebriques de 
in^me genre sont r^ductibles a des types simples au moyen 
de transformations rationnelles. 

Au moyen d'une premiere transformation, on peut ramener 
une courbe algebrique a ne plus avoir de points singuliers a 
tangentes confondues (p. 78); soil done 
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une courbe alg^brique d'ordre m ^ tangentes s^par^es , appli- 
quons-lui la transformation 

. x' ^ y ^ z' 

dans laquelle nous supposerons les poIyn6mes (p, ^y ^ de 
degr^s s. EUe se transformera en une autre courbe 

(3) /'«/,-*') = 0, 

dont nous d^signerons le degrd par m'. CommenQons par 
evaluer m'. D^signons par rf| le nombre de points simples 
de/'=oparlesquelspasscntles courbes^ = o, ^=o, d» = o; 
par rfa le nombre de points doubles de/=o par lesquels 
passent les mdmes courbes, etc. Coupons la courbe (3) {par 

la droite 

ax -*- by -^ cz* = o, 

le nombre des intersections m' sera celui des solutions des 
equations 

qui est ms; mais, de ce nombre, il faut defalquer le nombre 
des intersections de y := o, -j^ = o, A = o, /= o, s'il y en a, 
parce que ces points fixes ne sauraient correspondre k des 
points ^,^, z'l le nombre de ces points est 

fl?i -f- 2 fl?j -^- 3 e/3 -f- . . . ; 
on a done 

(4) m' — ms — di — 2di—3d3 — ...; 

le degr6 m' pourra done par la transformation (2) 6tre rendu 
d^autant plus petit que rf| 4- 2af2 H- • • • sera plus grand, et il 
y aura lieu^ dans le but, de simplifier Tequation /'= o, de 
faire passer les courbes ^ = 0, ^ = o,4 = o par le plus grand 
nombre possible de points de/= o. 

Ces courbes etant d'ordre s contiendront dans leur ^qua- 

tion -^ param^tres variables, et I'on pourrait les faire 
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passer par autant de points de /= o; mais il faut que ces 
courbes soient variables, pour determiner par leurs intersec- 
tions un point variable x\ y ^ d avee x^ y^ z : ceci exige 
qu'elles n^aient pas toutes les trois des Equations de la forme 
u + ^^, u eiv designant des polyn6mes donnas et "k un para- 
m^tre ind^pendant de a/, y\ z'. Ainsi I'on ne pourra disposer 

que de -^^ — 2 des paramfetres contenus dans ^, ^, if^ et 

I'on pourra seulement faire passer les courbes f = o, ^ = o, 

(j^ = o par -^^ — a points de/= o. Appelons p le genre 

de/= o et/'= o. Soient d\^ d, , . . . les nombres de points 
doubles, triples, etc., de/'= o. 

Faisons passer les courbes ^ =: o, y =: o, <J/ = o : 1° par d^ 
points simples de /= o; 2** par les d^ points doubles de la 
mdme courbe; 3° paries d^ points triples de la m^me courbe, 
mais en les assujettissant k avoir en ces points des points 
doubles; 4° par les ^4 points quadruples de /=o, en les 
assujettissant a y avoir des points triples, etc. Alors on aura, 
au lieu de la formule (4)i 

m! —ms — di— arfj _ 6^3 — . . . 

ou, si I'on veut, 

(5) /n'= /n« — (m — i)(m — 2)-+-2/? — flf|, 

a cause de T^galit^ 

(m — i)(m — 2) , ^ , 
P = ^2 — Sflfs— ...; 

on devra avoir ensuite, d'apr^s ce que nous avons dit, 

s(s-h3) 



ou bien 



ou enfin 









(6) iL^±D^^ , ( ^ — i)(^t-2) 
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Examinons maintenant successivement les clivers cas qui 
peuvent se presenter. 

1° Courbes de genre o, /> = o. — On satisfait a la for- 
mule (6) qui devient 

^(^-+-3) (m — i)(/w — 9.) . 

en prenant s = m — 2, la formule (5) donne 

m'= m{m — a) — {m — i){rn — i) — dy 
ou 

(A) m'=m — a — d\. 

La difference entre — — — - — 2 et le nombre de conditions 
^^ — imposes aux courbes y = o, y= o, <j^ = o est 

{m — a)(/?n-i) {m — i){m — 1) , 

2 — = m — 4 5 

2 2 

on pent done faire dans (A) di = m — 4j ^^ ''o>^ ^ alors 
m!= 2: done : 

Toute courbe de genre zero peut itre transformee en 
une autre du second degri. 

Celie-ci ^ son tour pourra, au moyen d'une transforma- 
tion quadratique, dtre transformee en une ligne droite; ceci 
revient a dire que : 

Th^oreme I. — Les fonctions algibriques de genre ziro 
peuventy au moyen de transformations rationnellesj etre 
changies en fonctions du premier degre, 

7? Courbes du genre un, jp = 1 . — On satisfait k la for- 
mule (6) en prenant 

s(s->r-Z) (m — i)(m — a) 

— 1— >- — ^ ' 
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c'est-^-dire 5 = m — 2; la formule (5) donne 

wl — m{m — a) — (/n — i)(m — a)-f- 2 — c?i 
ou 

( B ) m' = m — di; 

la difference entre 2 et le nombre de conditions 

(m — i)(m — a) . , , 

^ — I imposees aux courbes cp = o, ^ = o, 

<j^ = est 

(m — a)(/n-f-i) (m — i)(m — a) ^ 

a a 

on pent alors prendre d^=. m — 3, et Ton a, au moyen de 
la formule (B), /n'= 3. Comme /> = i, la formule 

{m'—\){m—i) 
p = oj — o as — ... 

donne 

1 = 1 — c?j ou 6^2 = o ; 

done : 

Th^oreme II. — Les fonctions algibriques de genre un 
peuvent, au moyen de transformations rationnettes, dtre 
ramenees d des fonctions du troisidme ordre de genre un. 

3** Courbes de genre p^ 2. — U faut toujours satisfaire 
a la formule (6), et Ton y satisfera en prenant s^=m — 2. 
La formule (5) donne 

m' — (m — a)m — c?i — (/n — i)(/?i — ^)-^p 
ou 

(C) m' ^ m — a — di-hp; 

le nombre de param^tres dont on pent disposer pour deter- 
miner les courbes © = o, ^ = o, ^ = o est 

V V / _ 2 — ^ — — ^ -f- p = /w — 4 -4-1? : 

a a ^ ""^ 
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on pourra done prendre d^ = m — 3 -h /? ; alors la formule (C) 

donnera 

m' = /> H- 2 ; 

ensuite la formule 

(m'-.)(m'-2)_^^_3^^_ 

donnera 

2 

11 resulle de la que : 

TntoREME III. — Au moyen de transformations ration- 
nellesj on pent toujours changer une courbe de genre p 
en une autre de degrd p -h 2, avec des singularites iqui- 

valentes a ^^ — points doubles. C'est ce que nous appel- 

lerons une courbe /lormafe. 

En d'autres termes : 

Vne fonction algibrique de genre p peut itre transfor- 
mee en une autre d*ordre p -\- i^ avec des singularites 

equivalentes a ^—^ "^ points doubles, au moyen de trans- 
formations rationnelles. 

Tels sont les r^sultats entrevus par Riemann, et rigoureu- 
sement ^tablis dans ces derniers temps, gr^ce au beau theo- 
r^me de M. Nother. Le theor^me de M. Nolher est en r^alite 
le suivant : 

Au moyen de substitutions rationnelles, on peut tou- 
jours ramener une courbe a n avoir d^autres points sin- 
guliers que des points doubles a tangentes separies, 

Mais il n'existe pas, a notre connalssance, de demons- 
trations tout ^ fait rigoureuses de cette proposition g^n^- 
rale. 
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XVII. — Formes les plus simples des fonctions de genre zero, 

nn et deux. 

Une fonction de genre z^ro peut fitre ramen^e a satisfaire 
k une Equation lin6aire, et par une transformation homogra- 
phique toute fonction lin^aire peut 6tre ramen^e a la forme 
y = X : telle est la forme normale d'une fonction de genre o; 
en appelant alors t) une fonction quelconque de genre o et ^ 
sa variable, 5 et r| seront des fonctions rationnelles de x et 
y=zXj c'est-^-dire de x. Ainsi se trouve d^montr^ ce th^o- 
r^me que, si une courbe a son maximum de points doubles, 
ses coordonnies sont fonctions rationnelles d^un mime pa- 
ramHre x, 

Une fonction tj de genre un et sa variable \ sont fonctions 
rationnelles d'une fonction du troisi^me ordre et de sa variable 
sans point double. Or la fonction du troisi^me ordre sans point 
double peut, comme Ton sait(p. 62), au moy en d' une trans- 
formation homographique, £tre ramen^e a satisfaire k Tequa- 
lion 



a et ^ d^signant des constantes; par suite, ^ et tj, pour une 
^onction du premier genre, seront de la forme 

5=/(:r,R), r, = F(^, R), 

/et F d6signant des fonctions rationnelles de x et du radical 

R = ^'x{x '—cl)[x~^'^. 

Si I'on pose x = t^, on trouve 

fi et Fa designant des fonctions rationnelles. Nous verrons 
que le radical, sans cesser d'etre du seco^^ degr^, peut affecler 
les formes les plus diverses. Pourle moment il est ^tabli que : 

Lorsqu^une courbe algebrique a son maximum de points 
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doubles moins uriy on qu^elle est de genre un, ses coordon- 
nees peuvent Hre exprimies en fonction rationnelle d^un 
mime parametre t et d*un radical de la forme 

A, B, C, D, E designant des constantes. 

Consid^rons encore une fonction, ou plut6t une courbe de 
genre deux : elle est r6ductible a une courbe du quatri^me 
degr^ avec un point double. Prenons ce point double pour 
engine des coordonn^es, posons j^=^^ : T^quation de la 
courbe du quatrieme degr^ se r^duira a une Equation du qua- 
tri^me degre en x ayant deux racines nulles, et du quatrieme 
degr^ en t. Onpourrala diviserpara;^, et:r s'en deduira sous 
la forme 

X = ^ d'oii y = t ^ 

T designant une fonction de T du sixi^me degr6 et A, B 
des fonctions rationnelles. L'x et Vy d^une courbe algi- 
brique de genre deux seront done des fonctions ration- 
nelles d' un parametre t et d^un radical carri recoui^rant 
un polyndme de sixieme degre en t. 

Les coordonn^es d'une courbe de genre />, quand/?^3, 
ne peuvent plus en general s'exprimer en fonction d'un 
m^me parametre sous forme alg^brique explicite. 

Ces exemples montrent toute Timportance de la notion du 
genre, qui parait aussi apte h classer les courbes alg^briques 
que la notion de I'ordre. II suffit, en effet, d'etudier les pro- 
pri6tes des courbes normales pour en d^duire, par une m6- 
thode analogue k la methode des projections, les propriet^s 
les plus int^ressantes des courbes du m^me genre. 

XVIII. — Exemples de courbes de meme genre. 

Une courbe et sa transformee par polaires riciproques^ 
ou mSme une quelconque de ses corrilatives, ont le mime 
genre. 
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En effet, la polaire r^ciproque de la courbe 
s^obtieDt au moyen de la transformation 

Ox Oy oz 

qui est rationnelle. Cette polaire reciproque est prise par 
rapport a la conique x^ -\- y^ -\- z^ =^ 9\ mais toutes ies autres 
courbes correlatives Ae f^= o sont des transform^es homo- 
graphiques de celle-ci ; le th^or^me est done d^montre. 

Corollaire. — Nous verrons qu^une transformation par 
rayons vecteurs reciproques est un cas particulier dc la trans- 
formation qnadratique ; elle n'altere pas le genre ; si I'on se 
rappelle alors que la transform6e par rayons vecteurs reci- 
proques de la podaire d'une courbe est la polaire reciproque 
de cette courbe par rapport k un cercle (p. 70, t. II), on voit 
qu'une courbe et sa podaire sont dem^me genre. 

Une courbe et sa developpie sont de mime genre. 

En effet, pouravoirladeveloppeedelacourbey(j:,j^) = 0, 
il faut chercher I'enveloppe de ses normales, qui sont repre- 
sentees par I'equation 

Ox Oy 

k la suite de ces rapports on pent ecrire = ^^~ti7 ^ 

Oz 
on aura alors deux Equations qui donneront X et Y coordon- 
n^es d'un point de la developp^e en fonction rationnelle de x 
ely. Done, etc. 

Quand une courbe estunicursale^ elle est carrable en termes 
finis, puisque ses coordonnees :r,y sont fonctions rationnelles 

d'un meme param^tre, et alors j ydx^ son aire, estuneinte- 
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grale de fonction rationnelle. Toutes ses d^veloppees succes- 
sives sont de m^me genre z^ro, et par suite elles sont ^gale- 
ment carrables en termes finis. II en est de m^me de ses 
transformees par rayons vecteurs r^ciproques, par polaires 
r^ciproques, et de ses podaires. 

De ce que la polaire r^ciproque d'une courbe et cette 
courbe ont le m^me genre, il resulte que le genre d'une 
courbe peut s'exprimer au moyeu des singularit^s de cette 
polaire, qui sont relatives aux tangentes de la courbe elle- 
m^me^ mais cette formule ne nous sera pas utile. 

XIX. — Des transformations birationnelles. 

Une transformation est birationnelle quand, ies anciennes 
variables 6tant des fonclions rationnelles des nouvelles va- 
riables, celles-ci, k leur tour, sont encore fonctions ration- 
nelles des anciennes. 

Soit 

^ ' U V w 

one transformation qui doit ^tre birationnelle; U, V, W seront 
trois polynomes en tiers en x^y^ z, homog^nes et de degr6 m. 
Pour que cette transformation soit birationnelle, il faut que 
Tonpuisseen tirer x,^, z en fonctions rationnelles de od^y ^ z'. 
Or a chaque point x', j/, zl correspondront ni^ points, 
intersections des courbes 

Supposons que Ies courbes U = o,V = o,W = ose coupent 
cn/>pointsdits/b/iflfameAi^awa:;les courbes (i) ou (2) passeront 
par ces p points fixes el, par suite, m^ — p seulement de leurs 
autres intersections seront fonctions de od yV ^ z'; si Ton avait 
p=zm^ — i,un seul point d'intersection des courbes (1) serai l 
fonction des x\ y ^ is'el serail fourni par des formules ralion- 
neBes en od jy\ z'. 
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Pour quHl exists desformules de transformation bird- 
tionnelles de degre m, il est done nicessaire que les courbes 
U = o, V = o, W=o d^ordre m, aient m^ — i points 
communs. 

Mais cetle condition est loin d'etre suffisante^ en effet, si 
Ton prend W = U -j- X V, les courbes U, V, W = o auronl 
m^ points communs et les courbes (2) auront les m^mes 
points communs qui seront fixes; aux points x\ y', z' corres- 
pondraienl alors des points fixes : nousn'aurions pas ainsi 
des formules de transformation proprement dites. 

Pour que nos formules de transformation puissent Atre 
regardees comme telles et soient de quelque utility, il faut 
que, ^tant donn^ le point variable (:r', y^ z')^ on en d^dulse 
pour (^, y^ z)\xn autre point variable. Nous nous imposerons 
m^me cette condition que {x^y^ z )varie, de quelque fagon que 
I'on fasse varier (.t', y^ z'). 

Supposons que I'on fasse d^crire au point x'j y^ 2' une 
droite ax' -h by -h cz^ = o, le point x, y, z d^crira une 
courbe alJ -\- 6V -h cW = o; nous nous imposerons cette 
condition que la courbe aU 4- 6V + cW = o renferme deux 
param^tres arbitraires comme la droite quilui correspond, ce 
qui n'aurait pas lieu si les courbes U = o, V = oetW=o 
faisaient partie d'un meme faisceau. 

Mais il se pr^sente ici une difficult^; les courbes U = o, 
V = o, W = o devant avoir m^ — i points communs, il semble 
pr6cis6ment qu^elles doivent faire partie du m^me faisceau ; car 

une courbe d'ordre m est d^terminee par — ^ points, et, si 

m >> 2, on a — ^ <" m^ — 1. Mais cette difficult^ dis- 

parait quandon s'arrange de mani^re que les points communs 
aux courbes consider^es soient des points multiples. Nous 
aliens, en effet, prouver que : 

Si les courbes U = o, V = o, W = o ont en commun ai 
points ordinaireSy ao points doubles, . . , ol/i points d'ordre 
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de multiplicity k, onpourra toujours choisir ces nombres 
«u ^2y •••,«*? dc telle sorte que les courbes en question 
aient m^ — i intersections communes et que la courbe 

ren/erme encore deux parametres arbitraires, c^est-d-dire 
qu'on puisse encore la /aire passer par deux points arbi- 
trairement choisis. 

Deux points d'ordre k ^tant confondus, les courbes aux- 
quelles ils appartiennent ont en ces points k^ points communs ; 
on devra done avoir 

D'un autre c6t6, la donn^e d'un point d'ordre k impH- 

qaant conditions, ilfaudra qu'en obligeant la courbe 

aU -|- 6 V -\- cW a avoir a, points simples, 0L2 points dou- 
bles, etc., on ne iui impose que — — — 2 conditions; 

done 

k{k-^\) m(m-h-i) 
(a) ai-f- 3ai-r-...H ■ «A-= — 0., 

'12. 

Retranchons (2) de (i) : nous aurons 

(3) oLt — ,..- -^aA-= (/?i — i)(/n — 2). . 

Or, le point d'ordre k pouvant ^tre consider^ comme la 

reunion de ^^^ points doubles, cette derni^re formule 

prouve que les courbes aU+6V-|-cW = o ont leur maxi- 
mum ' — ^ ~ de points doubles; elles sont done uni- 

cursales, ce que I'on v^rifie imm^diatement en observant 
que ces courbes correspondent k des droites et qu'a des 
courbes unicursales doivent correspondre des courbes uni- 
cursales. 
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Th^oreme. — 5/ Von consid^re les trois points multiples 
des courbes U = o, V=:o, W = o qui sont de Vordre le 
plus ^levd, la somme de leurs ordres est superieure d m. 

En effet de (i) et (3) on tire par sousiraction 
(4) aj-h 2 3tjH-. . .-f-Xrajt — 3m — 3; 

soient r, 5, ^les ordres des points multiples del'ordre le plus 
61eve, (i) et (4) pourront s'^crire 

ai-+-2aj-4-...-i-/ a/=3/n — 3 — r — s\ 

multipllons la seconde formule par t et retranchons~en la 
premiere, le premier membre de T^quation r^sultante sera 
positif et Ton aura, par suite, 

f(3/w — 3 — r — s) — m* H- I -h r* -!- 5 * > o 
ou bien 

(4) m«— 3/n< — r* — 5* i-h /(3-H r-h5j<o; 

or, si Ton ^gale le premier membre a z^ro, on trouve 



=tV»T 



(5) m = — dri/ 9-- -hr« f-5«-hi — 3/ — r^ — 5^ 



La quantity sous le radical pent s'^crire 



( 



t x« 



Or r et J sont au moins ^gaux k t\ done cette quantite est 

moindre que ir-\-s \ ; par suite, les valeurs (5) de m 

t ^t 
sont au plus egales ar + s — 4--ou^r-h5-f-/; done 

enfin Tinegalit^ (4) ^i© saurait avoir lieu que si 

m < r -i- 5 -h ^ c. Q. F. D. 

Ce theoreme est important pour ce qui va suivre. 
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XX. — Reduction des transformations birationnelles 
a des transformations quadratiqnes. 

Consid^rons une transformation birationnelle quelconque 

u ^ V " W 

U, V, W ayant la m^me signification qu'au paragraphe pre- 
cedent; prenons pour sommets du triangle de reference les 
Irois points singuliers des courbes U, V, W = o dont I'ordre 
est le plus eiev^, puis effectuons la transformation quadratique 
sur une des courbes aU H- fcV -r- c W. En appelant r, 5, t 
I'ordre des points singuliers en question, une cc^urbe d'ordre m 
se transformera en une autre d'ordre am — /• — s — t moindre 
que TW, en vertu du th^or^me precedent, mais elle pr^sentera 
aux points fondamentaux des singularites d'ordre m — s — f, 
m — t — r, m — r — s om m — (r-T-5-hf)-t-r, ..., c'est- 
a-dire d'ordres au moins (p. 94) ^gaux a r, 5, t^ qui seront 
encore des points de I'ordre le plus 6lev6, puisque la trans- 
formation quadratique ne modifie que les singularites des 
points principaux. Une seconde transformation quadratique 
abaissera encore I'ordre de la courbe consider^e, et ainsi de 
suite. On fiuira par tomber sur une transform^e rectiligne. 
Ainsi : 

Th^oreme. — Toute transformation birationnelle se 
reduis d une serie de transformations quadratiques, 

D'aiileurSy une suite de transformations quadratiques con- 
slituc evidemment une transformation birationnelle. 
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CHAPITRE IV. 

APPLICATIONS GfeOMfeTRIQUES DES DOCTRINES EXPOSfeES 

AU CHAPITRE PRfeCfiDENT. 



I. — Gonrbes nnicursales oa de genre zero. 

Les courbes de genre zero ont regu le nom de courbes 
unicursales ; leurs propriet^s les plus int^ressantes r^sultent 
de ce que Ton peut exprimer leurs coordonn6es en fonction 
rationnelle d'un m^me param^tre. 

Commen^ons par demontrer que, si une courbe peut 4tre 
representee par des Equations de la forme 

?» X' ^ designant des fonctions entiires que nous suppo- 
serons du degre s, cette courbe est de genre ziro. 

i**La courbe representee paries Equations (i) est d'ordre 5; 
en efTet, elle coupe en s points la droite 

ax -h by H- c = o. 

Les points d'intersection s'obtenant en eliminant^r et^entre 
cette equation et (i), ce qui donne liquation du degr^ s 

a^ -^-by^-r- c^ = o; 

» 

les s valeurs de t qu'on lire de la, portt^es dans (i), feront 
connaitre les coordonn^es des s points d'intersection de la 
droite et de la courbe. 

2® Cherchons mainienant T^quation tangentielle de la 
courbe; il faut exprimer que la droite 
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lui est tangente ou, ce qui revient au m^me, que i'^quation 

5? -+■ 'ix -^ ^4' = o 

a une racine double en t. Cette equation differentiae donne 

de cette equation et de la pr^c^dente, on tire 

I ^ __-n ^ __J 

xV - ^x' W - 9V r/1 - X?' 

Les coordonnees tangentielles ^ I r, : !Jpourront done s'expri- 
mer en fonction rationnelle de ^; le degr6 de la polaire reci- 
proque de la courbe propos^e sera, d'apr^s ce que I'on a vu 
lout a I'heure, le degr^ des pol}'n6mes yi/ — 'Y/i^, • • . , c'est- 
a-dire 2 5 — 2 ; en effet, ce degr^ est en apparence 25 — i , mais 
il est facile de voir que les termes de degre is — 1 sont iden- 
tiquement nuls. Ainsi la classe n de notre courbe est is — 2 ; 
en supposant que la courbe n'ait que des points multiples a 
tangentes separ^es, on a, en appelant ole nombre des rencontres 
de la courbe avec elle-mlme, 

IS — 2 = 5(5 — i) — 20, 0= ; 

la courbe est done de genre o. 

3" Cherchons encore ses points d'inflexion ; ce sont ceux 

ou la droite 

ax •+■ by -f- c-5 = o 

rencontre la courbe en trois points confondus, ce sont ceux ou 

ao -h 6^ -h c<]; = o 

a une racine triple; en rendant cette equation homogene par 
rintroduction d^une variable u^ il faudra qu'en un point d'in- 
flexion on ait 

a — '- -H — ~ -+- c — ^ = o, 
df^ Ot^ Ot^ 

a -r—r- + o -—7^ ■+■ c -— T- = o, 
otdu OtOu utOu 

d^O ^ ()iy d^^ 

a— ^H-6— ^+c— ^=0, 
du^ du^ du^ 

L. — Traite d* Analyse, IV. 7 
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atdu 



^7. 






d^l d»^ 



dtdu 



dtdu 

d^^ 
du^ 



= o. 



Cette Equation de degr^ 3(5 — a) d(5termine les points d'in- 
flexion dont le nombre est 3(5 — 2), ce qui permet aussi de 
calculer le nombre des points doubles et d'en conclure que 
le genre de la courbe est z6ro. 

Si la courbe avait des points multiples a tangentes con- 
fondues, on la soumettrait a une transformation rationnellc 
qui s^pareraitles tangentes; son genre deviendraitalorszero, 
car ses coordonn^es seraient toujours des fonctions ration- 
nelles de t : done, etc. c. q. f. d. 



II. — Gonrbes nnicnrsales da second et da troisi^me ordre. 

Toutes les courbes du second ordre sont unicursales ou de 
genre z^ro ; pour exprimer les coordonn^es d'une conique en 
fonction d'un m^me parametre, il suffit de designer par a, 
b les coordonnees d'un point de la courbe; le coefficient 
angulaire t de la corde qui va du point (a, b) au point 

{oc,y) est ^ =r ^ — ; si, dans I'dquation de la conique, on fait 

y=^b-{-{x — a) f , le facteur x — a pent ^trc supprim^ et 
Ton a une Equation du premier degre enx, qui le fait evaluer 
en fonction rationnelle de i;^estalors aussi fonction ration- 
nellc de t, puisqu'il est ^gal kb -^ t[x — a). 

Les courbes unicursales du troisi^me degre ont un point 
double; on peut ramener leurs equations, au moven de trans- 
formations homographiques, a Tune des formes 

suivant qu'clles ont un point double ordinaire ou un rebrous- 
sement. 
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On peut donner k requation des courbes du troisi^me degre 
unicursales une forme remarquable : une telle courbe peut 
^Ire representee par les equations 

Soient L, M, N trois ind^termin^es ; si Ton exprime que 

luX -t- My 4- Nz est un cube parfait, on trouve trois syst^mes 

de valeurs des rapports L:M:N; on a done trois equations 

de la forme 

L a: -+- M j^ -^- N .5 = T3, 

Vx -¥- My -^N'z^- T'», 

L'x-f-M>-r-N';5 = T'5, 

T', T'', T"' d^signant trois fonctions entieres de t qui sont 
des cubes parfaits ; une transformation homographique rem- 
placera ces Equations par les suivantes 

et r^limination de t conduira a la forme que nous voulions 
obtenir 

AX^ -^ BY» -+- CZ3 = o, 
A, B, C d^signant des constanlcs. 

III. — Gonrbes unicnrsales da quatrieme ordre. 

Les courbes unicursales du quatrieme ordre etant de genre 

zero doivent avoir — - = 3 points doubles. 

Soit /{Xy y, 5) = o requation d'une conique quelconque 
rapport^e a un triangle de r(5ference. Soient a, ^, w trois 
polyn6mes quelconques du second degr^, tels que les coniques 
u = o,v = Ojiv^=o aient trois points communs, je dis que 

/(a, p, w) = o 
sera I'^quation g^n^rale des courbes unicursales du quatrieme 
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degT^, passant par les trois points communs a z/ = o, ^^ = o, 
fv = o, et ayant ces points pour points doubles. En effet : 

1° Les points par lesquels passent les trois coniques sont 
bien des points doubles, car on a 

df _ df du df dv^ df^dw 
dx ~~ du dx dv Ox dw dx ' 

le second membre est ^videmment nul pour m = o, t? = o, 
w = o\ il en sera done de m6me ^^ ^^ ^^ y- ^^ l^s points 

oil Ton aura u = o^ v = o^ w = o seront des points doubles. 
2" L'equation /(tt, v, w]=zo contient cinq param^tres 
arbitraires, c'est-a-dire un nonibre de parametres egal a cclui 
d'une courbe du quatri^me degr^ dont on a donn6 trois points 
doubles, car une courbe du quatri^me degre depend de 

4 7 

— ^ = i4 parametres : la donn^e de trois points doubles ^qui- 

vaut k celle de neuf parametres ; lorsque ces points sont 
donnas, il ne reste plus que i4 — 9 = 5 parametres dans 
r^quation. 

Prenons, comme il a ^t6 dit, pour triangle de reference le 
triangle dont les sommets sont les points doubles de la courbe 
unicursale du quatri^me degr^; les coniques u = o, ^ = o, 
w = o devront ^tre circonscrites au triangle de reference, et 
auront des Equations de la forme 

\yz -+- \kxz H- '^xy — o. 

fl 

Parmi ces coniques se trouvent les systemes de deux droites 

yz = Of xz = o, ^ = o, 

de sorte que I'^quation des courbes unicursales du quatri^me 
ordre pourra se mettre sous la forme 

f(yz, xz, xjr) = o; 

on obtient done les courbes unicursales du quatrieme ordre 
en effectuant la transformation quadratique 

x' y' -' 
^ ' yz zx xy 
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sur r^quation generate des coniques 

f{x',r\z') = o, 

Les propri^t^s des coniques feront done connaitre celles des 
courbes unicursales du quatri^me ordre. 

En particulier, on sail que, quand une conique coupe les 
trois c6t^s d'un triangle, les droites qui joignent les som- 
mets a ces points d'intersection sont tangentes k une mdme 
conique; on en d^duit que : 

Les six tangentes aux noeuds de la courbe unicursale 
du quatri^me ordre sont tangentes a une m4me conique. 

Car les droites joignant les sommets du triangle de r^f^- 
rence aux points d'intersection de la conique qui, transform^e 
par la substitution (i), fournit la courbe du quatri^me degr^ 
sont a elles-m^mes leurs propres transformees et deviennent 
les tangentes aux noeuds. Pour le prouver, consid^rons I'equa- 

tion 

f{yzy zx, xy)-= Ay^z^ -h A'^'a?* •+- A'x^y^ 

-+- iBx^yz -\- iB'y^xz -+- %W z^xy, 

L equation des tangentes en ^ = 0,^ = sera -;^ = o ou 

Xy^ ■+- X'x^-^ ^B''xy = 0; 

c'estFequation du faisceau des droites issues du point j? = o, 
yz=o et abontissant aux intersections de la conique 

avec la droite z = 0. Done, etc. c. q. f. d. 

On pent classer les courbes du quatri^me ordre unicursales 
d'apres la maniere dont les coniques desquelles elles sont 
les transformees coupent le triangle de reference, ou, si Ton 
veul, le triangle des trois noeuds. 

En general, on appelle les courbes du quatri^me degre des 
quartiques, et les courbes du quatrieme degr6 unicursales 
ajant trois noeuds sont designees sous le nom de quartiques 



102 CHAPITRE lY. 

trinodales. Lorsque les trois points d'lntersection de la 
conique generalrice avec le triangle de r^f^rence sont reels, 
les trois noeuds de la quartique trinodale ont des tangentes 
reelles; si un c6t6 du triangle de reference coupe la conique 
en deux points imaginaires, les tangentes k la quartique au 
sommet oppos^ sont imaginaires : ces points sont alors des 
points isol^s. 

Un cas interessant est celui oil la conique touche un c6te 
du triangle de r^f^rence ; le sommet correspondant est alors 
pour la quartique un point de rebroussement. Lorsque la 
conique g6n6ratrice est inscrite dans le triangle de reference, 
la quartique est dite tricuspidale, elle a alors trois rebrous- 
sements ; les tangentes aux rebroussements se coupent alors 
evidemment en un mSme point, 

L'equation gen^rale des quartiques tricuspidales se deduit 
facilement de la conique genera trice : cette Equation est 



v^VI-tAf- 



IV. — Snr la transformation par rayons yectenrs reciproques. 

La transformation par rayons vecteurs reciproques, dont 
nous avons deja eu Toccasion de parler, est une transforma- 
tion quadra tique. En effet, en appelant r et r' les rayons 
vecteurs de deux courbes transform^es Tune de I'autre par 
rayons vecteurs reciproques, en prenant le pole pour origine 

des coordonnees, on a 

rr' = k^ 

et, en appelant x^ y el od y les coordonn^es des points dont 
r el H sont les rayons vecteurs, 



d'ou Ton tire 



^ _ y _ ^ __ f^^ 

\j' ~iD ~D _'« ' 

X y r r * 
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on a d'ailleurs 



ar*-!-^* "^ x*-{-y* 

Les points fondamentaux sont les points circulaires de rinfini 
et le pole de la transformation. 

Etudions Tinfluence d'une transformation par rayons vec- 
teurs reciproques sur le degr^ d'une courbe. Soit 

I'equation d'une courbe de degre Tn^ fi(^x^ y) designant en 
general un polyn6me homog^ne de degr^ i. Si nous effectuons 
la transformation (i) en efiagant les accents devenus inutiles. 
nous obtenons sa transformee par rayons vecteurs reciproques 

( 3 ) k^"'f,n {r,y)-^r^ A'"'- V.n-j ( ^, ^^ )-+-..• -+- r«'Vo = o, 

r* designant, pour abr^ger, x^-^y^. Cette equation sera 
en g^n^ral de degr^ 2/n. Ainsi, en g^n^ral : 

Une transformation par rayons vecteurs reciproques 
double le degre dhine courbe. 

Toutefois^ supposons que la courbe ait pour points mul- 
tiples le p6le et les points circulaires de Tinfini (points fon- 
damentaux). Soient q Tordre de multiplicity de Torigine, 
p I'ordre de multiplicite de chaque point circulaire de I'infini. 
Le dernier terme de I'equation (3) sera r^'^~^*ik^^^fqe\,Ve(\u2L- 
lion en question ne sera plus que de degr6 2/n — iq -\- q 
ou 2/n — 5^; de plus r-P sera en facteurpartout, en sorte que, 
si on le supprime et si Ton d^signe par w! le degr^ de la trans- 
formee, on aura 

m' r^ im — ip — q\ 

en appelant /?' le nombre de fois que la transformee passe par 
chaque point circulaire de Tinfini, et q' le nombre de fois 
qu*elle passe par le p61e, on a en outre 

p' = m — iq, q*=m—p — q\ 
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on a de m^me 

/n=2/n' — iq' — p\ p = rn' — iq\ q = m'—p' — q' . 

Au surplus, ces dernieres Equations sont des consequences 
de celles qui pr^c^dent. 

Comme l*on voil, si /w == a/? -f- y, le degr^ m! de la trans- 
formee pourra devenir ^gal k celui de la propos^e m. G'est ce 
qui a lieu dans le cercle m=2, /> = i, q =z o^ quand il ne 
passe pas par Torigine. 



V. — Des coiurbes anallagmatiqaes. 

M. Moutard a ^tudi^ les courbes qui sont k elles-mAmes 
leurs propres transform^es par rayons vecteurs r^ciproques 
sous]e nom A^ anallagmatiques ; elles jouissent de propria t^s 
curieuses, gr^ce k la presence de leurs points singuliers qui 
coincident avec les points circulaires de Pinfini. 

Th^oreme de M. Moutard. — Toute anallagmatique est 
V enveloppe d^ une serie de cercles ortliogonaux a un cercle 
fixe appele directeur, et dont les centres se meuvent sur une 
courbe appeMe deKrente. 

En effet, si Ton considere le quadrilat^re qui a pour som- 
mets deux points infiniment voisins de Tanallagmatique et 
leurs correspondants, ce quadrilal^re sera inscriptible, et le 
cercle circonscrit touchera ranallagmatique en deux points m 
et rn!. Du p61e O, menons la s^cante Om, elle passera en m' 
et I'on aura Om x 0/n'= A*^, A' d^signant le module de la 
transformation; si de O I'on m6ne la tangente k ce cercle, elle 
sera ^gale a A:, et il est clair que le cercle de rayon k d^- 
crit de Porigine comme centre sera orthogonal au premier 
cercle consider^ qui enveloppe Tanallagmatique. 

c. Q. F. D. 

Le cercle directeur est done le cercle de rayon k d^crit du 
p61e comme centre. 
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Rdciproquement : Touts enveloppe de cercle qui reste 
orthogonal a un cercle donne est une anallagmatique s 

Donnons-nous une deferente, c'est-^-dire une courbe le 
long de laquelle on fera mouvoir le centre d'un cercle ortho- 
gonal a un cercle fixe de rayon k\ prenons le centre de ce 
cercle directeur pour p61e d'une transformation de module k. 
La tangente a la deferente au point ou se trouve le centre du 
cercle qui engendre I'anallagmatique est perpendiculaire k la 
droite qui joint les deux points ou le cercle mobile touche 
son enveloppe; pour le prouver, il suffit d'observer que le 
cercle mobile a pour Equation 

a el ^ designant un point de la d^ftrente ; comme il est ortho- 
gonal au cercle x- -\-y^ = k^, on a 

a« -f- p» = R« H- A:* 

et, par suite, son Equation peut s'^crire 

a?* _+- ^2 — 2 aa? — 2 p^ -4- A:' = o ; 

son enveloppe s'obtient en 6liminant a entre cette Equation 

et sa d^riv^e 

ar -f- p> = o, 

qui exprime que le coefYicient angulaire P' de la tangente a 

la deferente est ^gal k ; la tangente k la d6f^rente est done 

perpendiculaire au rayon vecteur des deux points oCi le cercle 
mobile touche son enveloppe. 

Soit P le point ou la tangente a la deferente rencontre le 
rayon vecteur OmrrJ des points ou le cercle mobile touche 
son enveloppe ; on aura 

OP = , A:*=Om.O/72; 

si Ton prend sur OP un point P' tel que OP. 0P'= k^y le 
point P' decrira la polaire r^ciproque de la deferente par 
rapport au cercle directeur. 
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De 1^ r^sulte la construction suivante de Tequation de 
ranallagmalique. 
Soit 

r^quation de la polaire reciproque de la d^f(5rente par rap- 
port au cercle directeur, courbe que nous appellerons aussi 
seconde deferents, les points m et m! ou piutot Tun d'eux 
ayant pour coordonn6es x ety, et pour rayon vecteur r, r 
sera racine de T^quation du second degr^ 

ou 

r» — 2 ._ r H- A* = o. 



Or on a evidemment 






de la et de T^quation pr^c^dente on tire 



done 



(^) 



X Y r* -+- X:' a!** -I- r* H- A:* 
X ^ y ^ 2 A:* ~ 2 >t* * 



I'equation de ranallagmatique est done 

ou, si /(^, JK, -5) = o est I'equation de la seconde d^ftrente 
en coordonn^es homog^nes, 

(4) f{'ik^x,ik^y,x^-^y^-\-k^) = o. 

La substitution (2) transforme done une courbe en une autre, 
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qui est I'anallagmatique, ayant la polaire r^ciproque de celle- 
cipour d^ferente. 
II est curieux de voir quelle est la transform^e d'une droite 

X cos ^-T-y sin a — p = o ; 

cette transform^e est le cercle 

aA:*(arcosa-f- y sina) — /jCar^-hj^' -h A:*) = o, 

dont le rayon R est donne par la formule 

Ce cercle est de rayon nul quand pz=z k^ c'est-a-dire quand 
la droite donn^e est tangente au cercle direcleur. 

Si done on m^ne une tangente commune au cercle direc- 
leur et a la seconde d^ferenie, si Fequation de cette tangente 
est 

X cos oL-^y sin a — X: = o, 

alors 

2A:'(a7cosa -Hasina) — k{x^ -^ y^ -\- k^) = 

sera Tequation d'un cercle de rayon nul bi tangent a Tanallag- 
matique : son centre sera done un foyer. Ainsi 

sontles coordonnees d'un foyer de I'anallagmatique (3). Les 
foyers d^uneanallagmatique sontdonc surle cercle directeur; 
il est facile de voir qu'ils sont aussi sur la premiere d^f^rente. 

En effet, ce sont les points de contact des tangentes com- 
munes au cercle direcleur et a la deuxi^me d^ferente avec 
le cercle directeur; ces tangentes ont pour correspondants, 
dans la figure polaire r^ciproque, des points de la premiere 
deferente communs a cette d^ferente et au cercle directeur 
qui se correspond a lui-m^me. 

Ainsi : 

Les foyers d'une anallagmatique sont les intersections 
de la premiere defirente as^ec le cercle directeur. 
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Mais une anallagmatique a encore d'autres foyers qui sonl 
les foyers mfimes de la ddf^rente ; ces foyers sont des foyers 
singuliers. 

En effet, les foyers de la d^f^rente sont des points de con- 
cours de droites isotropes tangentes a la d^ferente ; ces droites 
sont ^videmment tangentes k Tanallagmatique qui a pour 
points doubles les points circulaires de Tinfini, car Tanallag- 
matique et la d^f^rente ont ^videmment les mdmes tangentes 
isotropes. , 

VI. — Anallagmatiques dn troisieme et da qnatrieme ordre. 

Soit /{x, yy z) = o I'dquation de la seconde d^f^rente; 
nous avons vu que Tequation de I'anallagmatique ^tait 

son degr6 est done en general double de celui de la seconde 
d^f^renle. 

La seconde def^rente 6tant du second degre, la premiere 
sera du second degr^ aussi ; I'c^quation de la seconde d^f^rentc 
^tant de la forme 

, . Ax^-\-iBxy -\- Cy^ %ax -r-ibv 

celle de Tanallagmatique sera de la forme 

i (a;*-!- j^»-f-X:«)«-h2(a.r-+- by){x^-\- y^ -\-k^) 

\ '\- \x^->riV^xy -^Cy^ = Oj 

elle sera du quatrii^me degr^; lorsque la seconde defdrente 
passe par Torigine, la premiere est une parabole, r^quation(i) 
ne contient plus de terme constant etranallagmatique a pour 
Equation 

(3) kx^ '\- 7.B xy -{- Qy^ -^ i{ax -\- by){x^ -^ y^ -^ k^) =o. 

Les Equations (2) et (3) sont, comme il est facile de s'en 
assurer, les Equations les plus g^n<§rales des anallagmatiques 
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du quatrieme et du troisl^me degr^. EUes peuvent en effet 
s'&rire 

(5) ^{x^ -T- y^){ax -h by) -r- P -+-2X:*(aa7 + 6j^) = o, 

P designant un polyndme homog^ne du second degre. 

Les anallagmatiques du quatrieme degre ont pour 
points doubles les points circulaires de I'injini, et, reci- 
proquement, toute courbe ayant les points circulaires de 
l^ infini pour points doubles et qui est du quatrieme degr& 
est une anallagmatique. 

La premiere parlie de ce th^or^me est ^vldente a rinspec- 
tion de r^qualion (4); reciproquement, toute courbe ayant 
les points circulaires de Tinfini pour points doubles et qui 
est du quatrieme degr^ a une Equation de la forme 

(6) (x* -+- j^«)« -h a(aa: 4- by){x^ H-J*) + Pj -4- Pi -4- Po = o, 

Pj, P|, Po d^signant des polyn6mes homog^nes de degr^s 2, 
I, o. Designons encore cette Equation par <j)(a;,y)=o, et 
transportons I'origine en a, ^, nous aurons une Equation de 
la forme 

( x» H-^' )* — a ( aar -4- ^7 ) ( 372 -f- 7* ) 

do da 

-f-a(2ajr-t-2?7)(a:»H-j^«)-+-P,-i-a7 -^ "^^^jj -^-?(«7 P) = o; 

cette courbe sera une anallagmatique rapport^e k son p6le, 
si Ton a 

do do 

a*»(a-+-aa)=^, 2*«(fe + 2?)=^, 

Ces trois Equations d^termineront a, p, k; pour avoir le 
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nombre exact de leurs solutions, observons que I'^Iimination 
de k^ donne 



(7) 



Posons 



do &o 

do do , ^ 

_l ^l=4c>(a-+-'2«)(^.-f-2?). 



H = Aa«H-Gp«-h2Da-+-2E?-+-F; 

on pourra supposer 

o(a, P) = G*>+-H; 

les Equations (7) pourront alors s'ecrire 

dG / ^ dG dH\ dG [ ^ dG dH\ 

/ ^ dG dU\/ ^ dG dU\ , _, „dGdG 

{^^di-^d^){''^-d:i-^-d^) = ^^'^'^''^-di-d? 



ou 



dG dH dG dH 



(8) 



<^,3 dOL dOL d'fi 

] ^/dGdH dG dH\ ,„ 



dG dG dH dH 

= o. 



doL 0} d% d^ 



La premiere de ces Equations est du second degr6, elle 
repr^sente une courbe qui a pour directions asjmptotiques 
I'axe des^ et Taxe desy. La seconde est du quatrieme degr^, 
elle a les meraes directions asymptotiques : done ces deux 
equations ont huit solutions, dont six seulement sont finies; 
deux de ces solutions ne conviennent pas a la question : ce 

sont les solutions p = -»— -eta= qui ont ete introduites 

en eliminant k^ par voie de multiplication. Done : 

Les courbes du quatrieme degre qui ont les points cir- 
culaires de Vinfini pour points doubles sont anallagma- 
tiques par rapport d quatre poles diffe rents : elles ont 
done quatre deferentes et quatre cercles directeurs ; elles 
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sont de quatre manikres differentes des en\?eloppes de 
cercles orthogonaux d des cere les fixes, 

VII. — Proprietes des foyers des anallagmatiqnes 

du qaatrieme ordre. 

On peut mettre T^quation de la seconde d^ferenle d'une 
infinite de mani^res sous la forme 

(1) /(X„X„X3) = o, 

X|, Xj, X3 d^signant des polyndmes homog^nes du premier 
degr^. Supposons. par exemple, 

(2) Xi=a,a7H- Pi^-f-Yi, .••• 
Si Ton fait la transformation 

la courbe (i) devient une anallagmatique ; or, dans cette 
hypoih^se, (i) devient 

(3) AYiSj, IfjSs, Y3S3) = o, 
etTon a, en supprimant les accents, 

S| est la puissance d*un certain cercle S< =0 dont les coor- 
donnees du centre sont ^ > et dont le rayon est 

-J (aj 4- p*) — k^ ; il est done orthogonal au cercle directeur. 

Done : 

Toute anallagmatique du quatrieme degre jouit de 
cette propriete, quHl existe une relation homo gene du 
second degri entre les puissances d^un quelconque de ses 
points par rapport a trois cercles orthogonaux au cercle 
directeur. 

Supposons que Ton prenne les trois droites X| = o, X2 = o, 
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X3 = o tangentes au cercle directeur; alors on peutsupposer 

a, = coscp,, pi=sin<pi, Yi = A:, ..., 

et les rayons des cercles S<, S2, S3 seront Ar* — A** ou nuls; 
done alors on voit que toute anallagmatique du quatrieme 
ordre peut itre representee par une equation de la forme 

^S|, ^Sa, v^Ss designant les distances dUin point de la 
courbe d trois points fixes. 

Nous considerons en particulier trois droites X| = o, 
X2 = 0, X3 == o tangentes a la seconde d^f^renle et au cercle 
directeur; la d6ferente en question aura une Equation de la 

forme 

«! v/Xj -4- a% )/\t -h as /Xa = o ; 

r^quation correspondantede I'anallagmatique serade la forme 

bi ^Si -f- 61 v^Si H- ^3 / S3 = o. 
Done : 

Toute anallagmatique du quatrieme ordre peut itre 
consideree comme le lieu des points tels quil existe une 
relation lineaire et homoghne entre les distances de chacun 
de ses points a trois points fixes. 

Les points fixes en question sont les foyers de V anallag- 
matique. En effet, ce sont des centres de spheres de rayons 
nuls ^videmment bitangents a Tanallagmatique, puisque ce 
sont les transformees de droites tangentes k la seconde A€i€^ 
rente. Autrement, ce sont les points de contact du cercle 
directeur et de la tangente commune a la deuxi^me d^ferente 
et k ce cercle. 

II y a 4 tangentes communes a la deuxieme deferente 
et au cercle directeur, done 4 foyers, jouissant trois d 
trois de proprietes analogues a celles que nous venons 
d'dnoncer. 
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Le nombre des foyers d'une courbe du quatri^me ordre 
est (4-3)* ou i44; mais ce nombre n'est pas celui des foyers 
d'une anallagmatique. En effet, les points circiilaires de rinfini 
sont des points doubles: cela diminue la classe de la courbe 
de 4 unites; par chaque ombilic on ne pourra mener que 
8 tangentes a la courbe dont 4 aux ombilics m^mes ; le nombre 
des foyers devra done ^tre r^duit ^ i6. Ne considerons que 
les i6 foyers provenant des tangenles qui ne sont pas des 
tangentes aux points doubles : ce seront les i6 foyers que 
I'on peut trouver sur les 4 cercles directeurs, les autres foyers 
sont ceux des d^f^rentes. 



VIII. — (hrales de Descartes. 

Parmi les anallagmatiques du quatrieme ordre, il faut sur- 
tout remarquer celles qui ont les points ombilicaux non plus 
seulement pour points doubles, mais pour points de rebrous- 
semenl. Nous les appellerons des cart^siennes pour une raison 
qui decoulera de ce qui suit. Les Equations des cart^siennes 
sont de la forme 

en choisissant convenablement les axes, et I'on a entre les 
coefficients la relation 

(4a:« -+- i^y^){kx^-^Cy^)—[{px -4- qy)Yiy = o, 
pour x^ -{-y^ = o] done 

A — G — /?' -h y' + 2.pq /— I = o. 

On choisira gr = o et Ton aura A — C= p^; done ^equation 
des cartesiennes est 

(x«-f-j^«)2-t-2jD:F(^*-+-y')-4-^/>*-+- G)ar»-h Cy^-\-... = o 
ou 

L. — Traite d* Analyse, IV. 8 
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ce que Ton peut encore ^crire 

(a?* -T-y^ -\-px -+- A* )* -f- G(a7* -t- j'*) = o. 
Cette anallagmatiqae a pour deuxi^me d^ferente 

c'est-^-dire une courbe dont le foyer est Torigine : la premiere 
d^ferenle est done un cercle. R^ciproquement, si la premiere 
d^ferente d'une anallagmatique est un cercle, la seconde aura 
son foyer i I'origine, son Equation sera de la forme (2), et 
Tanallagmatique correspondante (i) sera une cart^sienne. 
Liquation (i) peut s'^crire 

ou encore 



( 



r* \ 2 pi 

x^^yt^px-^- k^-^ — j — Qpx — G A:* 7" = ° 



ou, en appelant S la quantity 

a7«4- v«-4- na?-4- k^-\ — , 

qui est la puissance d'un cercle, et P la fonction lin^aire 

G» 
Cpx-\-Qk^+ - , 

4 

(3) S» — P=o. 

Cette equation represente Tenveloppe du cercle 

(4) X» — aXS-+-P=o. 

Si Ton ^gale le discriminant du premier membre a z^ro, 
on exprimera que le cercle se r^duit k un point foyer; or ce 
discriminant est un polyndme du quatri^me degr^ en X con- 
tenant \ en facteur. A la valeur nulle de \ ne correspond pas 
de foyer, les trois autres valeurs de \ fournissent trois foyers 



r 

I 

I 
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en ligne droite; cette droite des foyers est d'ailleurs la droite 
sur laquelle se meut le centre du cercle (4). 

Entre les distances dhin point de la courbe d deux des 
trois foyers que Von vient de trouver, ilexiste une relation 
lineaire. 

En eflet, appelons X| Tune des valeurs de \ qui r^duisent 
le premier membre de (4) ^ une somme de carr^s, si Ton 

pose 

Xf — 2XiS-f-P = A, 

on pourra, en ^liminant S enlre cette identity et S^ — P ^ o, 
mettre I'^quation de la cartesienne sous la forme 

Xj-aX, /P-+-P = A 
ou 

(5) X,~/P = /A; 

en appelant X2 une autre valeur de X et en posant 

X, — aXjS-hP = B, 
on aura de m6me 

X,~/P = /B; 

il existe done entre ^A etylB la relation lin^aire 

/\_/B = Xi — Xj. 

Done les cartesiennes ne different pas des courbes dont il 
a deja ^t6 question sous le nom A^ovales de Descartes, La 
denomination d^ovales de Descartes s'applique surtout au 
cas oil les trois foyers en ligne droite sont des points r^els. 

DL. — Les cassinoides on lemniscates. 

Lorsque la premiere et, par suite, la seconde d^f^ente 
sonl des courbes k centre ayant leur centre sur le p6le de la 



Il6 CHAPITRB lY. 

transformation, T^quation de ranallagmatique est de la forme 

(^i -vy«)« -r- kx^ -f- C^« -i- A:* = o. 

Le cas oii A =: — 0=2^^ est remarquable ; la seconde d^f^- 
rente est une hyperbole ^quilat^re et Tanallagmatique porte 
le nom de cassinoide, ellipse de Cassini ou lemniscate. EUe 
a alors pour Equation 

C a?* -4- ^* )* -r- 2 C* (/' — X^)-t- k* = o. 

Si I'on fait k* = c* — A*, cette courbe est telle que le produit 
de chacun de ses points a deux points fixes distants enlre 
eux de 2c est egal a une constante h^, ce dont on s'assure 
en d(^veloppant T^quation 



ou, en coordonn^es bipolaires, 

uv — h^. 

La cassinoide est une courbe que nous avons d^ja rencontr^e 
et a laquelle nous avons appris a construire la normale. 

La cassinoide cesse d'etre anallagmatique quand c = A : elle 
a alors pour Equation 

mais elle est unicursale et est la transform^e par rayons 
vecteurs r^ciproques de Thyperbole equilat^re 

x' — V* = — : 

la cassinoide porte alors le nom de lemniscate de Bernoulli. 
Son Equation en coordonn^es polaires est r= c y'2 cosfj. 

X. — Transfonnees par rayons vectenrs reciproqnes 

et podaires de coniqnes. 

Les transformees par rayons vecteurs r^ciproques de co- 
niques ont evidemment pour (Equation 
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si la conique ne passe pas par le p6le, on obtient une anal- 
lagmatique du quatri^me ordre; si elle passe par le p61e, 
ranallagmatique est seulement du troisi^me ordre. 
L'^quation tangentielle d'une conique ^tanl 

A5« -^ 2Bt,$ -+- Ct)* -+- 2D5 -+- 2E7J -t- F = o, 

une tangente aura pour Equation 

la perpendiculaire a cette tangente men^e de I'origine est 

relimination de 5 et tj donne la podaire : pour trouver cette 
podaire, il suffit de remplacer 5 et r, par 

X Y 



dans r^quation tangentielle de la conique, comme Ton voit : 

La podaire d'une courbe ripest autre chose que la trans- 
formee par rayons vecteurs reciproques de sa polaire 
reciproque, ce que I'on savait d'aitleurs. 

On peut done dire que les podaires de coniques sont aussi 
des anallagmatiques du quatri^me ordre. 

Parmi les podaires de coniques, ilfaut remarquer la podaire 
de cercle qui a pour equation 

R d^signant le rayon du cercle et 2 a la distance du centre au 
pdle. En coordonnees polaires, son Equation est 



ou 



oa enfin 



(r* — aarcosO)' — R'r* = o 

r* — 2ar cos 6 — Rr =:= o^ 
r = R -+- aa cos 6. 
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Gette courbe est une conchoVde du cercle r = 2a cos Q. On lui 
donne aussi le nom de limagon de Pascal. 
Quand R = aa, on a 

r = 4« cos'^ 6 = 2 R cos* J 6: 

la courbe est alors la cardio'ide, 

Dans la conchoi'de de cercle, la d^ferente, ou I'une des d^K- 
rentes, est un cercle, et Tun des cercles directeurs se r^duit a 
un simple point. 

XI. — Anallagmatiqaes dn troisieme ordre. 

Lorsque la premiere d^f^rente est une parabole, la seconde 
deferente passe par I'origine, et I'anallagmatique est du troi- 
sieme ordre ; elle a alors pour Equation 

(ar* -+-/*)( a j: -4- by)-\- Aa?' -l- G^'-+- k^i^ax -\- by) = o. 

Les anallagmatiques du trolsi^me degr6 passent par les 
ombilics du plan. II est facile de voir que toute courbe de 
troisi^me degr6 passant par les ombilics est une anallagma- 
tique ; et, en effet, une telle courbe a pour Equation 

{x^-{-y^){ax -i- by)-^ Aar'-f- Cy^-r- Ix -^ my -\- n — o. 

Appelons <p(^, y) le premier membre de cette Equation, et 
transportons Forigine en dc, P; on aura, pour nouvelle equa- 
tion de la courbe, 

♦ 
Or on pent disposer de A", a et p de telle sorte que 

o(a, ?)=o, 
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r^limination de k donne 

<p(«, p) = o, *2-«|=o; 

les points a, ^ d'intersection de ces deux courbes sont les 
intersections de la courbe avec I'une de ses polaires dont le 
p61e est a rinfini. Ce th^oreme est done d^montr^ ; on remar- 
quera que, parmi les six solutions de ces Equations, Tune est 
infinie : e'est la solution qui correspond ^aa-f-6p = oetala 
droite de Tiniini. 

Les anallagmatiques les plus remarquables du troisi^me 
ordre ont un point double, elles sont unicursales ; leur Equa- 
tion est 

La strophoide a pour Equation 

x{x^-^ y^) — ai^y^ — x^) = o ; 

c'est le lieu des points obtenus comme il[suit. Etant donnes 
un point fixe A{/ig. 4) et deux droites rectangulaires ox et 



Fig. 4. 




oy^ dont Tune passe parA, onprend, surlerayonvecteurAP, 
des longueurs PM et FN Egales a o P; le lieu de M et N est la 
strophoide ; on a 



AM X AN = const. 



La strophoide est une podaire de parabole, le p61e est le pied 
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de la directrice de la parabole : c'est renveloppe d'un cercle 
qui passe par le pied de la directrice de cetle parabole et 
qui a son centre sur la parabole. 

La cissoi'de a un point de rebroussement; son Equation est 

On connait la g^n^ration de cette courbe donn^e par Diodes 
(t. II, p. 4o). 

XII. ~ Transformation de M. Hirst. 

Soient O un point fixe, S une coniquc : par O menons la s^- 
cante 0mm! rencontrant S en m et m'; si a et a' sont deux 
points conjugu^s harmoniques de m et /n' les figures a et a' 
seront transform^es I'une de I'autre par la m^thode de M. Hirst. 

Quand la conique S est un cercle et que le point O est son 
centre, ia transformation de Hirst coincide avec la transfor- 
mation par rayons vecteurs r^ciproques : le module est alors 
le rayon du cercle (facile k verifier). Les formules de trans- 
formation de Hirst sont 

^ _ jK 
X y 

kxx' -1- K'yy' ^- k' zz' -4- B {jrz' -h zy') 

H- B'(-sa7'-+- xz')'^Br{xy' -f yx') = o, 

en prenant le point O pour origine ; la conique S a alors pour 
Equation 

\x^-\- A'^'-f- y Z'^-r- 7.Byz-\-^^'xz-\~ i^'xy = o. 



Xin. — Antra mode de transformation. 

Conslderons deux coniques S et S' : soient P la polaire d'un 
point M par rapport ^ S, P' la polaire de M par rapport i S'; 
les droites P et P' se rencontrent en un point M' qui corres- 
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pond k M. Soient or, ^, z les coordonn^es de M^ a/, j^ et z' 
celles de M' : on a ^videmment 

do do , do 

a-'- ^y _ 1_5 -_=0, 

dx dy dz 

dx "^ dy dz 

f = o et ^ = o d^signant les equations des coniques S et S', 
on en conclut 

on anrait de m^me 

' • diyT^) -^ ' d{z\ X') " "" • c^(^', y )' 

On voit qu'il y a une sorte de rdciprocite entre les points x^ 
y, z et x', y, z'. 
La transformation 

X 



_ y _ ^ 

y'z' -^ x'z~ x'y' 



est un cas particulier de celle que nous venons d'examiner : 
en efiet, ces formules pen vent s'ecrire 



xx' = yy' == zz', 



ou 

XX* — zz' = o, yy' ^ zz' = 0. 

Ce sont les Equations des polaires de Xy y^ z par rapport aux 
denx coniques x^ — z^z=z o, y^ — z^=> o. Plus g^neralement, 
on pent considerer le point {x\ ^, z') comme Tintersection 
des polaires de x^y^ z par rapport aux coniques conjugu^es 

A, B, C, A', B', C satisfaisant aux equations 

BC— GB' = CA— AC = AB'— B A'. 
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De ces relations on d^duit 

( A -4- B + C )(BC'— CB') = 0, 
ou 

A-f-B-+-C=o, A'-+-B'-t-G' = o; 

car on ne peut pas supposer BC — CB' = o : ce serait en effet 
r^duire les deux coniques (G) a une seule. 0rA-|-B4-G = o 
signifie que la conique Ax^ -{- By^ -^ Cz^ =i o passe par le 
point x=:y = z; done enfin la transformation 

(a) • -/L. = _Z_=_-_ 

V ' It — f / — » f 

y z z X X y 

peut &tre definie giomitriquement comme il suit : 

Soient S et S' deux coniques passant par le point de 
concours des bissectrices de leur triangle autopolaire 
commun; soient P et P' les polaires d^un point {x^y^ z) 
par rapport a ces deux coniques ; x\ y ^ z' les coordonnees 
du point de rencontre de ces deux droites V etP' : on aura 
pricisiment entre les coordonnees des points x, y, z et x\ 
y, z' les relations (a). 



EXERGIGES ET NOTES. 

1. Soient r et 6 les coordonnees polaires d*une courbe, r' et 6' 
d'autres coordonnees polaires, telles que 

r^r'f^, 6 = 716', 

la courbe ayant pour coordonnees polaires r' et 6' est une transformee 
de la premiere (pour n — — i, on a la transformation par rayons 
vecteurs reciproques) : deux courbes se coupent sous le meme angle 
que leurs transform6es, quel que soit n. 

r = a cos 6 repr^sente un cercle et r** = a'»cos7i6 represente, pour 
/I — I , un cercle ; pour n = — i , une droite ; pour /i = 2, une lemnis- 

cate; pour n — — 2, une hyperbole equilatdre; pour n = ^j unlima- 
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^on de Pascal; pour n= > une parabole; pour n — — -r* une 

caustique par reflexion de parabole, etc. 

2. Le cercle osculateur de r"^=± a'^cosmO intercepte surle rayon 
vectcur une corde c, telle que Ton a, en appelant R le rayon de cour- 

bure, R = c. ( Allegret.) 

2 

3. Voici quelques proprietes des courbes du troisieme degre : Tequa- 
tion de toutc courbe du troisidme degre peut semettre sous la forme 

a, p, Y» «'» P'f Y designant des fonctions lincaires. 

Si d'un point M pris sur une courbe du troisieme dcgr6 on m^ne 
des tangentes a cette courbe, par quatre points de contact Ai, Aj, 
A3, Av passent trois couples de droites dont les points de concours 
sent sur la courbe; les tangentes en ces points de concours passent 
par un mSme point situ^ sur la courbe et sur la tangente en M. 

(Maclaurin.) 

Si Ton mene d'un point les six tangentes que Ton peut mener h 
une courbe du troisieme degre, les six points de contact (ce que Ton 
sail par la theorie des polaires)sont sur une conique; les six points 
restants ou ces tangentes rencontrent la courbe sont sur une autre 
conique doublement tangente k la premiere. 

Lorsqu'une courbe du troisieme ordre est k la fois inscrite et cir- 
conscrite a un triangle ABC, le produit des rayons de courbure aux 
sommets A, B, G est egal au cube du rayon du cercle circonscrit 
an triangle. (Mannheim.) 

Les courbes du troisieme ordre peuvent ^tre representees par des 
equations de la forme 

a^Y -+- ^*'' = o, 

a« -h p« -+- Y* — 3 Xa^Y = o. 

A chacune de ces formes correspondent des proprietes de la courbe 
que nous nous dispenserons d'6noncer. 

(Pour plus de details, on consultera avec fruit \es Legons de Geo- 
mdirie 'de Glebch, recueillies par Lindemann. Traduction fran^aise 
par Benoist, chez Gauthier-Villars et Fils, ou la Giomdtrie analy- 
tique de M. Salmon). 

i. Le lieu des foyers des coniques inscrites dans un quadrilatere 
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est une courbe du troisi^me degre qui par projection fournit toutes 
ies courbes du troisieme degre. Gette courbe passe par les ombilics. 

(SCHROTTER.) 

5. Si Ton mdne a une courbe alg6brique la s6rie des tangentes 
paralleles a une direction donnee, le centre des moyennes distances 
des points de contact sera independant de cette direction. 

(Ghasles, Liouville.) 

6. Soient Mi, Ms, ... les points d'intersection de deux courbes 
algebriques; soient R| et r/ les rayons de courbure de ces courbes aa 
point M/, Qf et o)/ les angles que les tangentes a ces courbes en M/ 
font avec un axe fixe : on a 

^/cosQ/ cosa)/\ 1 

^Vn^^^ n~) sin8(l2/— <!)/) " ^' 

(Liouville, Journal de Math^matiques, t. VI.) 



DBS TRANSCENDANTES. 125 



CHAPITRE V. 

DES TRANSCENDANTES ENGENDRfeES PAR L'INTEGRATION 

IND6FINIE. 



I. -— Preliminaires. 

Toute relation entre une ou plusieurs fonctions d^une ou 
de plusieurs variables, ces variables et les d^rivees des fonc- 
tions en question, est ce que I'on appellc une equation diffi- 
rentielle, 

Une equation diff^rentielle ordinaire est une relation 
entre une ou plusieurs fonctions d'une seule variable etleurs 
deriv^es. L'ordre d'une Equation diflerentielle estTordre de 
la deriv^e de I'ordre le plus (Ae\€ qui entre dans cette equa- 
tion. 

Une Equation est aux dirivees partielles quand elle con- 
tient des deriv^es parlielles relatives k plusieurs variables; 
son ordre est celui de la d^riv^e d'ordre le plus eleve qui 
entre dans cette equation. 

Enfin on appelle Equations aux differ entielles totales 
celles qui contiennent les difierentielles totales d'une ou de 
plusieurs fonctions et de leurs variables. 

Les solutions des Equations difierentielles portent le nom 
dUntegrales de ces Equations. 

Les Equations difi'i^rentieUes les plus simples sont les 
Equations difi*^rentielles du premier ordre dans lesquelles la 
fonction inconn'ue ou la variable n'entrent pas. Au fond, ces 
deux cas n'en font qu'un. En eflet, toute equation difleren- 
tielle du premier ordre est une relation 

f(x,y, dx, dy) = o 
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entre la fonction j^, sa variable x et la d^rivee -^ ou les dif- 

ferentlelles dx^ dy. Or on peut supposer k volonte que x ou 
que y est la fonction, et y ou a: sera alors la variable inde- 
pendaute ; si done, par exemple, x n'entre pas dans Tequation, 
elle pourra se ramener k la forme 

/(r> dx,dy) = o, 

et, comme elle est necessairement homog^ne en dx et dy^ on 
peut en tirer, th^oriquement, 

dx 

on en deduit 



a? = j f^(y)dy -h const,. 



et X s'obtient en fonction de y au moyen d'une integration. 
La question est alors dite ramenee aux quadratures. Si y 
n'entrait pas dans Tequation, on en d^duirait 

-^ = 4^(37), .y = / <Ka?)fl?a?-h const. 

et le probl^me serait encore ramen6 aux quadratures [a la 
quadrature de la courbe dont Fordonn^e est ^(^)]. Le 
nombre des fonctions dont on sait trouver Tint^grale est 
restreint; mais nous verrons bient6t que cette circonstance 
ne tient pas i Timperfection des m^thodes que nous avons 
fait connaitre, mais bien a ce que certaines int^grales sont 
des transcendantes sui generis, que Ton est dans I'impossi- 
bilit^ absolue d'exprimer a Taide des signes de TAlgebre et 
de la Trigonometric employes en nombre fini ou, comme Ton 
dit quelquefois, en termes finis. Nous nous ferons comprendre 
en faisant observer que, si Ton ne connaissait que les fonc- 
tions algebriques, on serait dans Timpossibilite de donner 

I'expression de Tintegrale de — > le logarithme de x ne pou- 

vant pas s^exprimer algebriquement au moyen de x. 
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Pour ^largir le cadre du Calcul integral, nous etudierons 
dans les Chapitres suivants ies int^grales des fonclions alge- 
briques qui sont des transcendanles nouvelles, afin de pou- 
voir les introduire dans les calculs, comme on a d^j^ introduit 
les logarithmeSy leurs inverses les exponentielles et les fonc- 
tions trigonom^triques, fonctions qui se seraient, comme 
nous le verrons, pr^sent^es d'elles-m^mes dans Tetude des 
integrales des fonctions algebriques les plus simples. 

II. — Fonctions implicites definies par des eqnations 

differentielles. 

Considerons le systeme d^ equations differentielles si- 
multanies au nombre de v 

dot/ 

dy 

(0 { dt 

dz 
dt 



-2 ='K^^7» -^T •••» 0» 



entre les v fonctions x^ y^ z^ . . . , la variable t et leurs 
derivees ■^- j —-> • • •> risolues par rapport a ces derivees. 

Si Von suppose que^ x^ y, z^ . . ., ^ variant respective- 
ment autour des points Xq, yo^ Zq, . , ., to les fonctions <f, 
y, ^, ... res tent synectiques par rapport a ces variables, 
les equations (i) admettront une solution, se reduisant au 
systeme x = Xoy y =yoy z = Zqj . . . , pour t = to. 

Chacune des fonctions x, y, z, ... restera synectique 
a Vinterieur d^un cercle decrit du point to comme centre 
avec un rayon R difini par la formule 



R = a[i — c 1V+1jmJ^ 



A designant une quantite moindre que le plus petit des 
modules de x — Xo^y — j^o> • • • > pour lesquels ?? /> ^, • • • 
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cesseraient d^dtre synectiques autour des points ^oj^o? • • • ? 
^0 et M designant une quart tile plus grande que le plus 
grand des modules maxima de ^, 'y^, ^, ..., quand x, 
y, z, ... se meuvent dans les cercles de rayon A ay ant 
leurs centres en Xq, yo, . • • , ^o* 

Admetlons un instant la propriete qu'il s'agit d'^tablir, et 
calculons les d^rivees successives des fonctions x^y, Zj .... 
Pour cela difTerentions les formules (i), nous aurons 

(Px __ do dx do dy d^ 

'di^ ~ dx ~di "^ Oy ~dt ~^'"'^'di' 

d^Y dy dr dy dy dy 

dt^ ~~ dx dt ~^ Of dt~^"' ' Ot^ 



ou, en remplagant ^-> -,- > • • • par leurs valeurs (i) 

d^x _ do do 

dt^ ' dx ^ dy 



On aurait de mfime —rr^y ~dn^ "' ^^ diflKrenliant ces for- 

dit dv 

mules (2) et en remplagant -, > ^ > • • • par leurs valeurs (i), 

d.y* yy 2 ^ d^ X 

et ainsi de suite, ^y —jr> -zitt* • • • ne seront autre chose 

dt dt dt^ 

que la fonction cp et ses derivees tolales successives que nous 

repr^senterons par(j)(^), cp'(^), <f''(^), ...;de mdme^j -~y • • • 

pourront ^tre represcntes par yj^t)^' y^{t), . . . , et Ton aura, 
par la formule de Taylor suppos^e applicable, 

X = Xq -h (t — to)o{to) 

(3) {y=yo-^(t-to)yXto) 

it — to)^ ,, . (f — toY ^, , 
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je vais prouverque ces formules sont effectivement des int^- 
grales de (i). Et d'abord je prouverai qu'elles sont conver- 
gentes : 
Enefiet, on sail que Ton a (p. 5) 

v^Q *v • • • 



= "'^=-fe)7 'I - 



AaBPGY 

A, B, C, ... d^signant des quantit^s moindres que les 
rayons des plus grands cercles d^crits de J?oj JKo> ^^o, ... 
comme centres qui ne contiennent pas de points critiques de 
la fonction cp. Si dans cette formule on remplace Texponen- 
tielle par son module i , la fonction cp par une quantity M 
sup^rieure a la plus grande valeur que pent prendre son mo- 
dule dans les cercles de rayons A, B, . . ., dontil vient d'etre 
question et A, B, C, ... par une quantity A moindre que 
chacun d'eux, on aura 

^a-hp+...o(a7o, >'o» ...) ^ a!B!v!... r"' M 

ou 

Maintenant considerons les Equations 
; dx M 



dt 



(-'-^)(-^-i^)-(-^--) 



(5) { ^ M 

dt " 



(,...£=£,)(,_Z^)...(._lr;<.)' 



de ces Equations on tire dx = dy = . . . et, par suite. 

x — x^—y—y^ = ^ — -0 = ...; 
L. — TraUe d* Analyze^ IV. 9 



i3o. 
done 



el par suite 
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dx M 




"' (-'-i-'0'(- 


t- t^\ 

A 1 


^ (,_:_-£.)•= M- 


dt 

t — to 



ou 



En integrant depuis t = Cq, on a 

et les fonctions x, y^ ... resteronl synectiques, lanl que 
eetle Equation el sa derivee relative k x n'auront pas de 
racine commune. Cette d^riv^e est 

/ :r — ^o\^ 

(--A-}=° = 

la valeur de x tir^e de la et porl^e dans (a) donne 

H-(v-4-i)jMlogn- '-^— M = o, 

t — t^^i^i — e'^y^^X. 

En r6sum^, les Equations (5) fournissent des valeurs de 
X, y, z^ ... sjnectiques autour du point t = to^ et que Ton 
pent developper en s^rie ^Tinterieur d'un cercle decrit autour 
de to avec un rayon R fini, d^termin^ par la formule 

R<Vi — c~(^+>'VA. 

Les formules (3) serviront a efTectuer les d^veloppements 
de x^ y, Zj . . . ; mais il faudra y supposer <p, y^ 4** • • • ^gaux 
, _M 

/ X — Xq\ 

('--A-j--- 

Revenons actuellement aux Equations (i) : si, a Taide de ces 
Equations on forme, comme il a ^t^ expliqu^, les formules (3), 
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celles-ci seront convergentes, et en effet on vient de voir 
qu'elles etaient convergentes pour le cas particulier ou Ton 
remplacerait 

Or, dans ce cas, i° les modules f i X» ^' • * ' po"^ t=: t^ne 
peuvent qu'augmenter, puisqu^ls sont remplac^s par M qui 
est sup^rieur a chacun d'eux, 2^ les modules de leurs deri- 
vees ne peuvent qu'augmenter, puisqu^ils sont moindres en 
vertu de (4) que les d^rivees de ^, a savoir 

<)a-t-p4-...^ _ g!p!...M 

Alors, en vertu des formules (i), (2) et de celles que Ton 
obtiendrait en les difFSrentlant encore, x^ -,-} --j-^y • • • » y» 

-?i>-^^ •••pour t=tQ^ c'est-^-dire les valeurs des mo- 
dules des fonctions 9(^0)? f'(^o)> • • •> ^(^o)» ^'(^0)) - • . , ne 
peuvent qu'augmenter et, par suite [les series (3) ^tant con ver- 
gentes apres la substitution devaient I'^tre avant], la conver- 
gence des series (3) est 6tablie; si Ton tire des formules (3) 

les valeurs de -^ > 7/7' '" pour les substituer dans (1), on aura 



Mais, en d^veloppant les seconds membres, on a 



?('o)+^-j-^(p'(^o)-i-... 



(6) 







^ 1.2 U'Vo ' 



(cl9 \ / d^ © \ 
-jj j 1 ( -7^ j > • • • d^signant les d^riv^es totales de <p pour 
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t = to prises en regardant x, y, Zj ... comme des fonctions 
de t d^Gnies par les formules (3). Or 

dff d^ dx ^ dy d^ 

di"^ dx di '^ dy di '^'"'^ dt' 

si Ton fait t= to, on a, d'apr^s les formules (3), 



g.,(M, t=^v.(U), 



• • I 



on a done 



( 



d^ \ d^ d^ 



Le second membre de cette formule est pr^cisement ce que 
nous avons appele cp'(^o), et ainsi de suite ; la formule (6) est 
done identique, et par suite il est prouv6 que les formules (i) 
admettent une solution Xj y, z^ ... qui pour ^ = ^o se r^duit 
kxo,yoy ^oj • • • et reste synectique dans le voisinage de ce 
point, tant que le module de ^ — ^o reste inf^rieur k 



III. — Remarqnes an siyet da theoreme precedent. 

11 est facile de prouver qu'il n'existe qu'un seul syst^me 
de valeurs de x^ y^ z, ..., monodromes, satisfaisant aux 
Equations (i) et se r6duisant k Xoj yoy • • • pour ^ = ^o* En 
effet, s'il existait un second syst^me jouissant de cette pro- 
pri^t^, on pourrait le representer par x -h^^y-\-T^^ z-{-^, . . . , 
on aurait alors 

5=0, T) = o, C = o, 

pour t = to, et 

dx d\ . ^ X 

d'ou I'on conclurait, en vertu de (i), 



DE8 TRANSCENDANTBS. l33 

Remplagons dans ces formules x^y^ z^ ... par leurs valeurs 
en fonclion de t^ on aura 



dt 


^ dx ' 


d9 


dt 

• • • 


^ dx 





pour t = to] ^, Ti, 1^, ... sont nuls : done ^v ^7 > • • • le sont 

aussi : 5> ^7 ^» • • • sont done de la forme {t — ^o)"A., ou a est 
au moins egal k deux, ce qui est absurde. En efTet, dans les 
equations prec^dentes, les seconds membres sont d'ordre plus 
elev^ par rapport k t — ^0 ^^^ J^s premiers. 

La demonstration du theor^me fondamental que nous 
venons de donner est due a Cauchy; mais nous avonsprofit^ 
de quelques simplifications apport^es par Briot et Bouquet 
(Theorie des fonciions doublement p^riodiques). 



IV. — Snr rexistence et rezpression des fonciions implicites. 

Du th^or^me demontr^ (§11) r^sulle la synecticii6 des 
fonctions implicites. En effet, consid^rons les Equations 

/i = o> /i = o, . . . , //» = o, 

dans lesquellesyi, ...,/« d^signent des fonctions de /i + i 
variables y\'i y^, . , .^ yn et x; ces Equations definissent n 
fonctions implicites y^^ y^^ ... de x; ces fonctions sont 
synectiques, car elles satisfont aux Equations differentielles 

dfx d/i , (?/, , 

dx dyx-^^ dyn'^"' 



•' * _L_ '' " V -4- -I -— - V — O 
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Oil bien 



(0 






v' - A , "^-^^ -4-A ,^-4- -4- A ^, 



dans lesquelles Ah 9 A|2, ... ontdesvaleursbien d^termin^es 
si Ton n'a pas 

et elles seront d^veloppables suivant les puissances emigres 
Ae X — Xq k rinterieur d'un cercle de rayon 



R = a(i — e **(«-+-»)). 



A designant le plus petit des modules x — ^oi y\ — y\o^ • • - 
pour lesquels les seconds' membres de(i) cesseraient d'etre 
synectiques et M designant le module maximum de ces fonc- 
tions quand ^, J^*, J^a, • • • se meuvent dans des cercles de 
rayon A ayant leurs centres en ^o>^<o>^2o> • • • J enfinj/-|o, 
j^2o sont les valeurs de j/'ij^a, ... pour x =^ x^. 



V. — Remarque fondamentale an sujet des divers contours 
d*integration que peut suiyre une variable. 

En vertu d'un th^or^me connu de Caucby, Tint^grale 
d'une fonction f{z) prise entre .So> Z reste la m^me quand 
on deforme d'une maniere continue le contour d'int^gration, 
pourvu que ce contour ne franchisse pas de point critique de 
la fonction. 

Cela pos^, imaginons un contour d'integration quelconque, 
ZqTj\ sur ce contour appliquons un fil flexible attache en Zt^ 
et fix6 en ce point; au point Z (ixons un anneau et faisons 
passer Pextremite du fil par cet anneau. Supposons que la 
fonction f n'ait que des points critiques isoles (nous n'aii- 
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roQS pas dans la suite d'autres cas a consid^rer) ; en ces points 
critiques fichons des piquets ronds; cela fait, tirons sur 
notre fil. 

Le fil va changer de forme, et, pendant sa deformation, il 
repr^sentera, a chaque instant, un nouveau contour d'int^- 
gration fournissant toujours la mSme valeur de I'int^grale, 
puisque, griice aux. piquets Gch^s aux points critiques, le con- 
tour d'integration repr^sent^ par le fil n*a pu franchir un tel 
point. 

Supposons maintenant que notre fil soit compl^tement 
tendu : il afTectera la forme gen^rale d'un polygone ayant 
pour c6l€s les droites joignant les points critiques, d'une 
droite joignant le point Zq k un point critique et d'une droite 
joignant un point critique au point Z. 

Lichons le fil en Z, puis, appliquanl un piquet sur chacun 
des c6l6s du polygone, ramenons ce piquet en Zq en entrai- 
nant le fil; passons ensuite successivement le piquet entre le 
fil el les piquets fichus aux points critiques qu'il pourrait 
exnbrasser une ou plusieurs fois et ramenons le piquet mobile 
en Zo en entrainant les brins de fil. Le contour d'int^gration 
repr^sente par le fil, en ise deformant, ne franchit toujours pas 
de point critique, et notre int^grale prise le long du contour 
definitif a la m^me valeur que I'integrale prise le long du 
contour primitif. 

Le contour d'int^gration affecte alors la forme d'une s^rie 
de boucles entourant les points critiques, que Ton pent 
considerer comme des lacetSy et d'une ligne ordinairement 
droite allant de z^ a Z. II n'y aurait d'exception k cette r^gle 
que s*il se trouvait un point critique sur la droite z^Tj\ le 
chemin rectiligne ^oZ pourrait alors ^tre remplac6 par un 
chemin leg^rement courbe ne passant pas par le point cri- 
tique. De 1^ r^sulte cette proposition fondamentale : 

THtoREME. — Lorsqu'on veut intigrer la fonction f{z) 
entre les limites Zq et Z, tout contour peut &tre ramene, 
sans changer la valeur de I'integrale^ d une suite de lacets 
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enveloppant les points critiques, ay ant leur entree en z^ 
et au chemin rectiligne ZqTj, 

VI. — Des transcendantes anzquelles condnit rintegration 
des fonctions rationnelles. — Logarithmes. 

Le probleme qui se pr^sente au d^but du Calcul integral 
est I'int^gration des fonctions rationnelles. Pour le r^soudre, 
il est naturel de decomposer ces fonctions en elements simples 

de la forme Ax"* et , — > ou a, A, m, n ddsiffnent des 

(JF a)'* 7 7 7 O 

constantes, dont les deux dernieres sont des entiers. Chacune 
de ces fonctions simples peut ^tre int^gr^e ; toutefois, quand 
72 = ly on est conduit a la consideration de la fonction 



r dx 

J x — a 



que Ton ram^ne facilement, par un changement de variable, a 

"^ dz 



Jt ^ Jx 



Cette fonction est la fonction logarithmique ; bien qu'elle 
nous soit parfaitement connue, il ne sera pas inutile de de~ 
duire ses propriet^s de I'^quation 



loga:= j 



dz 

— 7 
z. 

•'I 



de prouver que cette fonction ne peut pas s'exprimer en 
fonction algebrique de x et de montrer qu'elle constitue une 
transcendante. 

D'apr^s ce que nous avons vu au paragraphe precedent, 
tout contour d^int^gration conduisant de i ^ a; peut £tre 
ramen^ a une serie de lacets ayant leur entree au point i enve- 
loppant le point critique o, et au contour rectiligne allant du 
point I au point x, Appelons u la valeur de Tint^grale prise 
le long de ce dernier chemin. 
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L'integrale prise le long du lacet se compose : i° de Tint^- 

grale 

r^dz __ r^dz 

prise le long d'un bord ; 2** de I'lnt^grale prise le long du 
cercle, laquelle est ^gale k d= 211 y/ — i multipli^ par le r6sidu 

de - ou I ; 3® de I'int^grale 

s 



C — 



prise le long de I'autre bord, cette int^grale d6truit la pre- 
miere; en lout on a done, pour Tint^grale prise le long du 

lacet, lb 2ir^ — I, suivant que le lacet a et^parcouru dans le 
sens direct ou retrograde. 

Supposons que le lacet ait H6 parcouru m fois dans un 
sens, n fois dans un autre, et que Ton ait ensuite parcouru le 
chemin rectiligne; on voit que la valeur de Tintegrale sera 

a N ic / — 1 -h u, 

N repr^sentant la difference des enliers m et n, et u repr^- 
sentant Tint^grale prise le long du chemin rectiligne qui va 
da point i au point z, Uintegrale a done une infinite de 
valeurs. 
Si I'on appelle J/- le logarithme de x, en sorte que 



r'^dz 



la fonction inverse x tie y pourra ^tre designee par eT et, en 
vertu d'un th^or^me connu (p. 1 27), e^ sera monodrome, mo- 
nog^ne, finie et continue dans toute Tetendue du plan, except^ 
pour a: = etx = 3o; mais alors y est infini. D'apr^s ce 
que Ton a vu tout k I'heure, on aura, pour toutes les valeurs 
enti^res de N, 

et la fonction e^ est p^riodique ; sa p^riode est ^tz \J — i . 
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L'^quation 

h -=^ = o ou ^(logar-4-logj^) = o, 

X y 

qui peut aussi s^^crire 

y dx -\-x dy — o ou dxy — o 

monlre que logx* + \o^y et xy^ ayant leurs diff^renlielles 
nuUes en m^me temps, sont constanles en meme temps; on 

peut done poser 

\o%x -\-\o%y —f(^xy\ 

f d^signant une fonction que nous determinerons en faisant 
J? = I , alors log j: = o, el I'on a 

logj^ = /(^); 

la fonction /est done un logarithme, et Ton a 

\o^x -\-\o%y = \o^xy. 

Par suite, si Ton pose logo: = a, logj' = p, on a 

a H- p = log(c«*e»') 
ou enRn 

Comme on le voit, la th^orie des exponentielles et des loga- 
rithmes decoule de la fagon la plus simple des principes 
^l^mentaires du Calcul integral. 

La fonction logx ne saurait ^tre alg^brique, son inverse e^ 
par suite non plus; en effet, pour une mdmevaleur de x^ une 
fonction algebrique de x n'a qu'un nombre limite de valeurs 
se permutant les unes dans les autres. 

VII. — Transcendantes anzquelles on est conduit par rintegration 
des fonctions algebriques. — Integrales abeliennes. 

On sail int^grer les fonctions rationnelles k Taide de la 
transcendante logarithmique. II y a lieu de chercher a int^- 
grer les fonctions algebriques ; mais, quand on aborde ce pro- 
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bl^me general, on le trouve h^risse de difficult^s : toutporte 
k croire que les integrales des fonctions alg^briques d^fi- 
nissent des transcendantes nouvelles. 

On a donn^ le nom d'inl^grales abeliennes aux integrales 
des fonctions algebriques irrationnelles. 



Vn. — Integrales des fonctions algebriques da second ordre 
des fonctions circnlaires et hyperboliqnes. 

Soit^ une fonction algebrique du second ordre definie par 
r^quation 

Xo, X{, Xa designant des pol}^n6mes de degres o, i , 2. 
Toule integrate de la forme 



U) Jf{x,y)dx, 



dans laquelle j^ designe une solution de Fdquation (i) pourra 
s'obtenir au moyen des fonctions algebriques et logarith- 

miques. 

X 

D'abord, en supposantj^ = «/ =.* > Tequation (i) devient 

X* 

Xo w* -4- Xj -\- -4?- = o, 

4 Ao 

el u^ n'est autre chose que la racine d'un polyn6me du se- 
cond degr^; rint^grale(ii)est done Tint^grale d'une fonction 

rationnelle de x et d'un radical de la forme \lax' -\- bx -h c; 
on a vu que Tint^grale (a) d^pendait alg^briquement et 
m^me rationnellement des integrates simples 



r' dx C' _^^_ f' ?^ _ 

*yo i/i — a?* Jo i/i-ha:* Jo Jx^ — i 



/ 1 — a?* Jo / 1-4- a:* Jo V^- 

lesquelles pourraient elles-m^mes ^tre rendues integrales dc 
fonctions rationnelles. 
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Nous allons dtudier directement la fonction arc sin x d6- 
finie par T^quation 

r' dx 

( 3 ) arc 



r* dx 
sina? = I - - ^-^ 

c'o /i — x'^ 



x^ 

le radical ^lant ceDs6 ^gal k -h i quand x est egal k sa limite 
inferieure. Voyons d'abord combien de valeurs cette fonction 
pent prendre pour chaque valeur de x : tous les chemins 
qui conduisent de O en x peuvent se ramener k des lacets 
suivis du chemin rectiligne O^. Soil u la valeur de I'int^grale 
prise le longde ce cbemin rectiligne : la fonction plac^e sous 

lesigne / a deux points critiques — i et + '» qui donnenl 

lieu a deux lacets (p. iS^). 

Gonsid^rons Fun d'eux bdfca {fig- 5), le radical ^tant 
cens^ pris avec la valeur -♦- i pour la valeur initiale a: = o ; 

Fig. 5. 

y 



/'^ 



V dj 



-1 



a c , ^ 

+1 



I'int^grale prise le long du bord bd sera 



t/o \l\~x^~ ^' 



L'integrale prise le long du cercle est nuUe; Tint^grale rela- 
tive au bord ca est ^gale k 



I. 



dx __ 11 



En efTet, quand la variable z a tourn^ le long du cercle d/Cy 



^ 
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le radical a pris en c un signe contraire k celui qu'il poss^dait 
encfjCtc'est qu'il faut int^grer le long de ca. L'ln- 

l^grale relative an lacet H- i est done ir. On verrait de m^me 
que Pint^grale relative au lacet — i est — tc. 

Maintenant supposons que la variable ;;, apr^s avoir d^- 
crit le lacet + i , d^crive encore ce lacet : le radical prend a la 
sortie du lacet une valeur ^gale et de signe contraire k celle 
qu'il avait a son entree ; si z decrit alors une seconde fois ce 
lacet, Tintegrale croitra non pas de ic, mais de — tc, ce qui 
donnera o pour sa valeur totale, apr^s avoir decrit deux fois 
le lacet; si Ton decrivait une troisieme fois le lacet, on trou- 
verait de nouveau tz pour valeur de Tint^grale, et la valeur du 
radical a la sortie serai t — i , et ainsi de suite. 

Si Zj apr^s avoir decrit le lacet -h i , decrit le lacet — i , 
rint^grale prendra la valeur tc — ( — tc) ou 211, et le radical 
reprend a I'origine la valeur -f- i . 

D'une maniere gen^rale, appelons A^ B, C, . . . les valeurs 
de rint^grale prise le long de Pun des deux lacets, et suppo- 
sons que, apres avoir parcouru plusieurs fois dans un ordre 
qoelconque les lacets^ la variable z d^crive le contour recti- 
ligne Oi, I'int^grale prendra la valeur gen^rale 

A — B-+-C — D...±iFzptt 

le signe 4- ou — etant mis devant m, suivant que le nombre 
des int^grales A, B, C, ... est pair ou impair. 

On peut toujours supposer que A^B, B^C, C^D, . . ., 
car il serait inutile d'^crire des termes qui se d^truisent; 
or A =: — B == C = . . . = ±m : done la valeur g^n^rale de 
Imt^grale que nous avons appel^e arc sin 2? est 

a/lit H- a ou (2/n-i)ic — u, 

n designant un entier. La fonction inverse de arc sino? ou 
sintf jouira done des propriet^s suivantes : 

sin (2 71 IT + m)= sina, 
sin (2 71 IT -h It — u)= sinw. 
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II est facile de voir d*ailleurs que la fonction sin u = Xj 
d^finie par T^quation 

(4) £ = /^ 

[iquivalente ^ (3) si I'on ajoute que, pour a = o, on a j; = o] 
est monodrome. II ne pourrait y avoir d'exception a cette 
r^gle que si x se trouvait dans le voisinage des points — i et 
+ I (p. 1 27) ; mais, si Ton pose x = i — $^, on a 

OU 

pour ^ = 1 , 5 = o. Or 5 est monodrome autour du point pour 
lequel on a i = o; done x est aussi monodrome autour du 
point pour lequel a; = 1 ; on verrait de m^me que x ne cesse 
pas d'etre monodrome autour du point — i ; ainsi T^qua- 
tion (3) d^finit sinj; comme fonction de u monodrome dans 
toute r^tendue du plan. 



IX. — Formole fondamentale de la Trigonometrie. 

La formule fondamentale de la Trigonometric rectiligne 
pent se deduire du Calcul integral. Ainsi, en posant 

' dx 

:^_— = arcsm^ 



X /i 



- 1 — ^^ 



et en adoptant cette formule comme definition de arc sin^r, 
on aura, pour integrate de T^quation 

Tequation 

(2) arcsina?H- arcsinj^ = arcsinc, 
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ou c designe une constante. Mais on peut int^grer autrement 
la formule (i) et I'^crire 

dx /i — y^ -\- dy >J \ — a?* = o 
oa 

/ dx v/i — y^ -+- / dy y/ \ — x^ = a, 

a d^slgnant une nouvelle constante; en integrant par parties, 
OD a 

Xsjx-y'i^y^X — X^-- ( Xy ( -—^^ -h -j^^^) = U 

J \v/i — ar« Vi — y^J 
OU, en vertu de (i), 

(2) monlre que, pour ^ = o, j/" = c ; si Ton fait ici ^ = o, on 
a j = a : done a = c, el par suite 

(3) X yj \ — y^-¥-y^i — x*=c. 

En appelant alors sinx la fonction inverse de arc sin 2? et en 
posant arc sin j; = a, arc sin^ = b, 

a-T- b = arc sine; 
on a, aulieu de (3), 



sin 



a v/i — sin'6 -f- sinfc ^1 — sin'a = sin(a-4- b). 



Lessignes des radicaux se verifient en faisant successivement 
a=zo, 6 = 0. C'esl la formule fondamentale de la Trigono- 
metrie. 



X. — Integrales des fonctions algebriqnes de genre zero. 

On a vu que les fonctions alg^briques pouvaient se classer 
^^T genres (p. 82). Les fonctions de genre zero sonl d^finies 
par des Equations alg^briques repr^sentant des courbes uni- 
cursales, et Ton sait que, s\y est fonction alg^brique de x de 
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genre zero, on peul exprimer x et j/- en fonction rationnelle 
d'un mSme param^tre t. L'int^grale 



ou mSme cette autre 



f' 



-/ 



dans laquelle F d^signe une fonction rationnelle, pent tou- 
jours ^tre calcul^e an moyen des signes ordmaires de I'Algebre, 
y compris le signe log, c'est-a-dire en termes finis; en effet, 
si Ton remplace x et y par les fonctions rationnelles f (/) et 
^{t)y on trouve 

la quantity plac^e sous le signe / dtant rationnelle en /; on 
en conclut que : 

Th^oreme. — Les fonctions rationnelles de x et d*une 
fonction de genre zero peuvent toujours s^intigrer en 
termes finis, 

XI. — Integrales des fonctions algobriques de genre i. 

Les integrales des fonctions alg^briques de genre zero 
n'engendrent pas de transcendantes nouvelles; elles peuvent 
s'exprimer au moyen des fonctions algebriques et logarilh- 
miques. II n^en est pas de m^me des integrales des fonctions 
de genre un et a fortiori des integrales des fonctions de genre 
sup^rieur, comme nous ne tarderons pas k le d^montrer. 

Les integrales des fonctions de genre i meritent d'etre 
etudiees k part : on leur a donne le nom d'integrales ellip- 
tiques. Si y designe une fonction de x de genre i , x el y 
pourront s'exprimer, comme Ton a vu (p. 88), en fonction 
rationnelle d'un parametre t et d'un radical R de la forme 
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a, b, Cy rf, e designant des constantes, en sorle que, si F(j?,y) 
designe une fonction rationnelle de x et dey, I'int^grale ellip- 
lique 

U = / F(a?, y)dx 
pourra se ramener a la forme 

4(/, R) designant une fonction rationnelle de t et de R. 

XII. — Sur I'impossibilite d'ezprimer les fonctions abeliennes 
an moyen des signes ordinaires de I'Algebre. 

Les theories que nous allons exposer sont dues k Liouville 
{Journal de Crelle, t. 12 et 13; Acad^mie des Sciences de 
Paris, 24 juiii 1837). 

Liouville appelle transcendantes de premiere esp^ce les 
fonctions alg^briques de e"», e"t, . . . , logwi, logwa, . . . , wi, 
1/2, . . . , les lettres £/|, ^2, • . . designant des fonctions alge- 
briques. On appelle transcendantes de seconde esp^ce les 
fonctionsalg6briquesdee*'i,e*'t, . . . ,log(^i,log(^2> • • • ?<^4> • • • ■> 
les lettres ('i , (^2? • • • designant des transcendantes de premiere 
esp^ce, etc. 

Ceci pose, nous allons chercher la condition pour que Tin- 

t^grale ab^lienne I ydx^ ou y est une fonction alg^brique, 

soit expriraable par le moyen des fonctions algebriques expo- 
nentielles ou logarithmiques. 

Supposons d'dhoTd I ydx exprimable en fonction alge- 

brique de fonctions de premiere espdce, et soit 



(I) 



jydx=f{x,e'*x,e»-*, . . ., logwi, logwj, ...)• 



Rien n'emp^che de supposer qu'entre e"«, e"*, . . ., loge/| 

L. — Traite d* Analyse, IV 10 
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10^^29 • • • il n'existe pas de relation algebrique, sans quoi, 
s'il en existait une, on pourrait remplacer logut , par exemple, 
par sa valeur au moyen des autres transcendantes. 

Je dis que la fonction e"i ne saurait figurer dans le second 
membre de (i); en effet, remplagant/par cp(e''«, x) ou m^me 
par ^(6, x) en posant e"t=7t: 6, on aura 

I ydx= cp(6, x) 
et, en differentiant, 

ou nous d^signons, pour abr^ger, par o^ et ©2 Ics derivees 

■^y -r?; mais cette formule (2)ne saurait avoir lieu, puisque 

elle ^tablirait une relation alg^brique entre nos transcen- 
dantes, ce qui est contraire a notre hypothese, a moins que les 
exponentielles qui y figurent dans les signes fonctionnels ne 
disparaissent identiquement. Si ces exponentielles dispa- 
raissent, on pent remplacer 6 par (jl8 ou meme par une quan- 
tity quelconque, sans troubler Tegalite (2), et Ton a alors 

d'ou Ton conclut, en integrant, 

^(6, X I = cp(|j.8, x)-\- const.; 
la constante d^pendra en general de |jl, et Ton aura 

(4) (p(e,ar)=cp(jjLe,:r)^-tKHi). 

II ne faut pas oublier que (3) est une identity; (4) doit done 
aussi ^tre identique et avoir lieu quel que soit 8; on peut alors 
supposer 6 r= i : on a alors 

ce qui determine 4'([J^)5 (4) devient alors 

(^(6,37) — (p(i,a:;=o(iAe, a:) — cp(ji,ar;. 
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Si Ton differentie successivement par rapport a et }jl, on a 

d'ou Ton tire, en ^Jiminant ^i(6[x, x)^ 

fjL<;pi([jL, x) = 8cpj(ft, x) = const. = a. 



Ainsi 



?l(8, ^) = ft » 



€t, en integrant, 

?p(6, a:) = alogO 4- 6, 

6 d^signant une nouvelle constante; on a done 

0(6, x) = a \oge"i-h b = aux->r b\ 

la fonction <p ne contient done pas d'exponentielles; done : 

Une int^grale abelienne ne peut pas contenir d^expo- 
nentielles dans son expression, sielle est transcendante de 
premiere espdce. 

Supposons maintenant que = loge/^ ^^j explicitant cette 
fonction, posons 

En diff(6rentiant(i), on a 

le second membre de cette formule doit ^tre independant 
de : on peut done y remplacer par 9 h- |jl et Ton a identi- 
quement 

u' u' 

(p,(e -i- |i, ar) ^ -H cp,(e -+- IX, ar) = cp,(0, x) -^ 4- cp,(e, x). 
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En integrant, on a alors 

©(6-+- ji, a?) = (p(e, x)-^^([t.), 

^(}jl) designant une constante par rapport a jr; si Ton fait 
8 = o, il vient 

d*ou, par soustraclion, 

<j>(e-f-ji, a:) — (p([x, a:) = 0(6, x) — <p(o, x). 

Si I'on difierentie alors successivement par rapport a [jl 
et 0, on a 

cp,(e-4- |i, a:) — (pi([j.,aj)=ro, 

©i(e-+-[x, or) — (p,(e, a?) = o; 
done 

(2) «pi([x, a7) = <p,(0, x) = const. = a, 



d'oii 



cp(0, .r) = a6 + 6, 



a et 6 d^signant des constantes d'integration, c'est-a-dire des 
quantit^s ind^pendautes de 0, mais pouvant d^pendre de ^. 
On a done 

(3) (^{^, X) = I ydx = alo^Ui-^ b. 

Mais on pent aller plus loin et prouver que a est eonstant. 
En effet, en vertu de (2), on pent poser 

«Pi(e-f-|i, x)=-.a, 

[x d^signant une eonstante; on a done 

<p(0 -4- fJL, a?) = a6 -!- bi, 

Changeant 6 en 6 — t**) on aura 

©(6, X) =Jy dx=za{^ — ^)^bu 
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or les valeurs de fydx donn^es parcette formule et par (3) 
ne peuvent dUKrer que par une constanle ; done 

aO H- 6 — a(6 — ^) — 6, = const.; 

done flfi -j- 6 — 6, doit ^tre constant quel que soil |jl, et, en 
parliculier, en supposant |jl constant, 

da d{h — b{) _ 
^ dx dx ' 

1 . . dcL dih — h\\ J . 

quel que soit |jl ; par suite -j- = o et — j- — == o; done a est 

bien un nombre constant. Done : 

Th^oreme. — Si V integrate j ydx est une transcen- 

dante de premiere espice, on a forcement 

j y dx = Uo-h Ai log 1*1-1- AjlogMj-h. . ., 

Woj «ii U29 ... designant des fonctiotis algibriques A,, 
A2, . . . des constantes, 

Ce premier theor^me est de Liouville. 
Maintenant supposons I'int^grale f y dx exprimable au 
moyen d'une transcendanle de seconde esp^ce, onpourra poser 

j ydx=z cp(<?'*», <?'*^, ...,loga,,logaj, ...), 

o designant une fonction alg^brique de fonctions de pre- 
miere esp^ce et de e"i, e^s, . . ., log;«4, log«2? • • • ? et u^^ 
f/3, ... les u designant non plus des fonctions algebriques, 
mais des transcendantes de premiere esp^ce. 

On prouvera, comme tout k I'heure, que e"i, e"*, . . . ne 

peuvent pas figurer dans I'expression de I y dx et que log 1^4 , 

Iog£/2, • . . n'y entrent que sous forme lin^aire avec des coef- 
ficients constants, en sorte que 



/• 



y dx = Uo-^ AilogMi-+- AjlogMj 
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Uo, Ui, U2, • • • d^signant des transcendantes de premiere 
espece. Or Liouville trouve encore que Mq? ^o • • •> ^/i sont 
simplement algebriques; la demonstration se fait en posanl 



I ydx = o(e^ a-) =0(6, x), 

V designant Tune des fonctions algebriques qui figurent dans 
Mo J W|, ^2, . . - : en employant le m^me mode de demonstra- 
tion que tout a Theure, qui reussit grace a ce que les derivees 
de (J) sont algebriques par rapport a u^^ Wg? . . . , on prouve 
que e** ne doit pas figurer dans W| , Ma, . . . ; on voit de meme, 
en posant 

Jy dx = o(logp, x) = (p(e, x), 

que 6 ne pent entrer dans j ydx, 

Le mSme raisonnement s'appliquerait au cas ou I y dx 

serait supposde transcendante de troisi^me espece, et ainsi 
de suite ; done enfin : 

Th^oreme II. — Si une inUgrale abelienne est expri- 
mable d Vaide des signes de VAlg^bre ordinaire en y 
adjoignant les signes logarithmiques ou trigonome- 
triquesy elle est necessairement de la forme 

(H) / j^ctr = Wo-+- AilogMi -h Aj logMj -h. . ., 

Mo, Ml, M2, ... designant des fonctions algihriqaes et A|, 
A2, ... des constantes, 

Abel a prouve que m©, M|, . . ., m„ etaient des fonctions 
ralionnelles de x et de ^. Pour le voir, il suffit d'exprimer 
Mo, 2/t , ... en fonction rationnelle d'une meme fonction alge- 
brique \. Cette fonction \ satisfera k une equation irr^duc- 
tible a coefficients entiers en x\ mais il est clair que Ton 
pourra d'une infinite de manieres s'arranger de telle sorte que 
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ses coefficients contiennent y, Rien n'emp6che de supposer 
cette equation A = o irreduclible en "k; or, si Ton diff^renlie 
Tequation (H), on obtient une relation rationnelle en ^, JK, 
X, qui pent servir a d^finir X. Or, I'^quation consider^e A = o 
6tant irreductible, la relation rationnelle en question doit 
admettre toutes les racines de A = o pour une m^me valeur 
Ac X el dey; en faisant alors dans (H) X ^gal a chacune des 
racines de A = o et en ajoutant les r^sultats census au nombre 



de ^L, on a 



L I y dx — 



2mo-+- AilogllMi-f- A2 \ogXiui -f-. . .; 



mais YtUQ^HUi^WU'j^ • • • sont des fonctions symetriques des 
racines de A = o : ils s'exprimeront done en fonction ration- 
nelle de X et de y. c. q. f. d. 



XIII. — Impossibilite d'ezprimer les integrales elliptiques a Taide 

de transcendantes plus simples. 

Nous avons vu que les integrales elliptiques, ou integrales 
des fonctions du premier genre, se ramenaient k la forme 

(O jf{^K,x)dx, 

R d^signant la racine carree d'un polyn6me du troisieme ou 
du quatri^me degre etyune fraction rationnelle. Or toute 
fonction rationnelle de R el x pent se mettre sous la forme 

BR (A-f-BRKG-DR) 



C-r-DK C2 — D2K« 

A, B, C, D d^signant des fonctions emigres, et par suite sous 

la forme 

P-f-QR _ P QR*_P J_ 
S ~ S "^ RS" ~ S "^ RS ' 
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P, Q, S, T d^signant encore des fonctions enti^res; I'int^- 
grale (i) se ram^ne done k la forme 



fi'^^fls'^''- 



La premiere integrale s'obtient facilement, la seconde se 
decompose en d^autres de la forme 



Th~~' J (^ 



dx 



abstraction faite de facteurs constants, en d^composant la 
fraction -^ en ^I^ments simples. 

Je vais prouver que Tintegrale la plus simple, 






ne pent Hve exprim^e au moyen des fonctions alg^briques 
logarithmiques, etc. En effet, si une pareille expression etait 
possible, on aurait, en vertu du th^oreme d'Abel d6montr6 au 
paragraphe pr^c^dent, 



dx 

(I 



f lf = Po-+-QoR-i-VA,log(P/-+.Q,R), 

Jo '"* '^" 

Pi et Q/ d6signant des fonctions rationnelles, que Ton peut, 
sans nuire k la g^neralit^, supposer entieres si i>>o et A/ 
designant une constante*, mais je dis que Ton doit aussi sup- 
poser Po et Qo entiers. En effet, supposons P© ou Qo infinis 

/^ dT 
-^ est n^cessai- 

rement ftni, quand m^me R^ contiendrait le facteur x — a, 
car il ne saurait le contenlr deux fois (sans quoi R se ram^- 
nerait k la forme (x — a)R', R' designant un radical portant 
sur un polyn6me du deuxieme degr^); done il faudrait que 
Tune des quantites P/ -}- Q^R (dt nulle pour x^=cl^ mais 
Po -I- QoR pour des valeurs de x voisines de a ne saurait ^tre 
de mSme ordre infinitesimal que log( P/ -f- Q«R) qui est de 
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Tordre de Iog(;r — a); done Po et Qo, ne devenant pas 
infinis, sont necessairement entiers. 

On pent supposer que Finlegrale qui figure dans (i) ait 
ete prise le long d'un contour rectiligne ; alors, si Ton inldgre 

d'abord aulour d'un lacet relatif ^ r > la formule ( i ) devra ^tre 

remplacde par la suivante, ou 9 designe une constante, 



^-f'^ = Po-Qo^^^Aiiog{Pi-qiR), 



et, en la combinant avee (i), on a 

que I'on peut meltre sous la forme 

6 = aPo-+-^mlog(a? — a), 

m et a d^signant des constantes. Cetle formule est impos- 
sible si les termes logarithmiques qui deviennent infinis dans 
le second membre ne sont pas nuls, et alors Pq est constant; 
on a done 

/'^'^ = Po-+-QoR, 
Po d^signant une constante ; difierentions, nous aurons 



OU 



R dx dx 



dR j^,rfQ( 



ou 



Soil 



■ = <5««rf. • •• dz 



R2 = ax^ -t- bx^ 4- ca?* -\- dx -+- e, 
Qo = Aa:'"-hBa7'"'*-t-. . .-+- Gx -^ H, 
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V. 




on devra avoir 








2 — ( A X^ -h . 


. .-+-H)(4«a75-i-. . .-r 


■ d) 


-f- i{ax^ 


-+-. . .-h e){m 


^kx"*-^ 


-H. . 


ou, en identifiant, 








2 — H6f-t-2eG, — 


4 Aa-h 2m 



G) 



m devrait ^tre ^gal a — a, ce qui est absurde; ainsi, parmi 
les integrates elliptiques auxquelles donnent lieu les fonc- 
tions algebriques de genre un, les plus simples, celles qui 
sont de la forme 



/ 



dx 



sont des transcendantes nouvelles. Le Chapitre suivant sera 
consacr^ a I'etude de ces transcendantes et de leurs inverses. 
Nous croyons devoir placer dans ce Chapitre un th^or^me 
general AH a Abel et dont nous ferons un frequent usage. 

XIV. — Theoreme d*Abel. 

Dans une Note tres succincte, Abel indique la possibilite de 
former des combinaisons lineaires d'integrales de fonclions 
algebriques, exprimables au moyen des signes de TAIgebre 
elementaire. Au fond, Ic th^or^me d'Abel revient au suivant : 

Soil 

(0 f(^.y) = o 

line courbe algehrique, reductible ou irriduc title, de 
degre m\ si Von coupe cette courbe par une courbe alg6- 
brique de degre n a coefficients variables, 

(2) ^{x,y)^Q, 

et si Von appelle {x^^ y^)y {x^, y^)^ • • •> (-^/j JK/)i • • • l^s 
UL = mn points d^ intersection de ces deux courbes, on aura 
la relation 



1 



F(xi,yi)dxi __ 



M^hyt) 
1=1 
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F(x^jr) disignant une fonction emigre quelconque de 
degre au plus egal d m — 3, ct f2{x^ y) designant la 

derivee -f • 

Pour demontrer ce ih^or^me, nous observerons que x^ j^*, 
*^39 ^3« • • • soul fonclioos des param^tres contenus dans les 
coefficients variables de ^, ou, si Ton veut, de ces coeffi- 
cients ; si alors on fait varier ces coefficients et si Ton appelle 
rf4 la difTerentielle de ^ relative a ces coefficients, x eiy res- 
tant constants, on aura, pour des valeurs quelconques de x 
ety satisfaisant a (i) et (2), 

ou bien, en eliminant dy, 

ou, en rempla^ant -p par/2 {x^ y)^ 

T{ x, y)dx _^ d^Yjx, y) ^ ^ 






Si, dans cette formule, nous faisons successivenient ^ = a?!, 
jTsy • - • 1 ^|i et si nous ajoutons les r^sultats, nous aurons, en 
vertu d'un theoreme demontr^ (p. 822, t. I), en observant 

que ¥{x^ y) d^ est de degr^ inferieur a • ^ > 

^\^i y) 






^{^h yi)dx i __ 



M^Ci^yt) 
1=1 



ce qu'il fallait demontrer. 
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XV. — Application da theoreme d'Abel a on systeme 

h3rperelliptiqae. 

Soil X un polyn6me du degre 2/? donn^ par la formule 

X = ao -+- ai rr -+- Ot a:* -4- . . . 4- a^pX^P 

et X| ce que devient ce polyndme quand on y fait x = Xi\ 
consid^rons la courbe 

(I) r» = x, 

et coupons-la par une courbe variable de degre/? 

(2) r = U, 

dans laquelle U d^signeraun polyn6me entierdedegr^/?; les 
deuxcourbes se couperonten 2/? poinls(;r4,^i), (xaj^a), .. , 
donl les abscisses x^ , ^2, • • • , ^20 seront racines de 

(3) U« — X=o. 

Nous supposerons fixes les p intersections (j:^^.i,^^^.i ), . . , 
{x2p',y2p) ; il suffit pour cela de determiner/? des p -f- 1 coef- 
ficients de U par les p formules 

(4) j'p+i = Up-Hi, j'/n-i = U/iH-i» •• • yip = ^tp' 

Alors, entre les/? points (xi,^i), . , . , r:c^,:r^)rest^s variables, 
il existera, en vertu du th^or^me d'AbcI, des relations de la 
forme 

i = p 



2: 



yi 
I = 1 



ou 
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F d^signant un polyndme de degr^ ip — 3 en j? et ^ arbi- 
traire. En particulier, on aura 

dxi dxi dxp 

— =0, 



X\ clx\ itf dx^i Xp dxp 

>> 1 /Xi v/X, y/\p 



x^~^ dxx x^~^ dxt x^^^dxo 

' . ■ 1 -'-T- ^ -h. . .H ^ ^ ^ = O. 

/Xi /Xj ^\p 

Si maintenant on consid^re ce syst^me, il sera satisfait en 
prenant pour^r, , x^', . . . , a:^, les points d'intersection variables 
de (i) et (2), en sorte que pour integrer le sysl^me (i) on 
formera T^quation (3) 

U« — X=o; 

on divisera son premier membre par {x — ^p+\)j •••? 
{x — X2p)\ ^pjf\f -J ^2p etant connus, F^quation r^sul- 

lante 

R=o 

foumira alors 0:4, 0^2, • . . * ^», et, si Ton a 







R = 


= h^XP -T- k\ 


xP- 


-*-+-...-+- 


^py 


on en 


concli 


cira 














/ 


Xi-^Xt 


-h. 


..-^Xp 


A, 

- Ao ' 


(<»> 




:r::r;.; 


,-\- XpXp^X — 


A, 

A,' 



Xi x% . . , Xp — zn —r— 



En dimlnant entre ces Equations le param^tre variable qui 
reste dans U, on aura p — i relations entre x^^ X2j . . . , Xp^ 
(|ui seront les integrales de (5) renfermant les constantes Xp^i , 
J^p+2 9 • • • J ^2p qui se r^duisent kp — i . 

On pourrait encore trouver sous forme alg^brique les inte- 
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grales de (5) en developpant T^quation U^ — X= o sous la 

forme 

Po a:*P -+- FiX^P-^ H- . • . -+- Pip = o, 

sans exprimer que U prend des valeurs donn^es pour 

Alors on aurait 

Pi 

Pj 

Xi Xi -{-.,,-{- Xip-.iXtp= 77- > 

I a 



iFj 3/2 ••'3 • • • •*' Jp — 



Pip 



En ^liminant ensuite Xp^ ^/>+n • • -i ^2p el un coefficient 
de U, on aurait encore p — i relations entre a;«, X2, . . . , ^r^, 
et les coefficients de U qui seraient dans ce cas les constantes 
d'integration. 

II r6sulte de la un fait curieux dont toute Timportance sera 
'developpee plus loin : les Equations (5) ont pour integrates, 
sous forme transcendante, les relations evidentes 

^ri /• dXi ^K-i rxidxi 

> / — == const., > / —,.— = const., ..., 

et ces Equations sont equivalentes a des Equations alg^briques 
qui sont les integrates d^duites des considerations qui pre- 
cedent. 

XVI. — Generalisation du theoreme d'Abel. 

Le theoreme d'Abel pent etre generalise comme il suit : 
Soient 

(I) 

fn-ii^U ^U •••> ^n) = 



I /i(^i> arj, . . ., a?rt) = o, 

) /l(^li ^I, •••^ a7rt) = 0, 
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n — I equations algebriques de degre m ; si nous leur ad- 
joignons V equation d coefficients variables de degri p 

(2) //i(ari, ar,, . . ., a^rt) = 0, 

el si nous designons par 

Vune quelconque des [x ^zpm'^'* solutions de{i), (2), nous 
aurons 

\ d{fuft fn-x) 1 """^ 

¥ designant un polyndme quelconque de degre m — 3. 

La demonstration de ce theor^me se fait comme celle du 
lyor^me pr^c^dent. On difKrentie les Equations (i) et (2) 
par rapport aux coefficients dey«, etl'on a 

{^ dxx -f- ~ dxj^ -I- . . . -h -—- dxn — o, 

OXx 0X\ OXn 



^Azldx,-^i^dx,-^...-^^^dXn^-0, 
OXi * dXi dXn 

^/« dx,-h^/^dxt-^...-i-p^ dxn-^d/„ = o 
dxi dXi dx„ 

et, en 6liminant dx2t dx^^ . . . , dxn-, 

d{Xx,Xi, ...,Xn) (f{Xt, X3y ...jXn) 

multiplions par F{Xi, x^^ • • • ? Xh) et divisons par 

d{Xi, Xiy ,..yXn) d{Xty Xzf '",Xn) 

rempla^ons ensuite Xi, x^t . . . , ^w successivement par Xn, 
^<2: • . . , Xsn ; . . . ^r/i, ^12, . . . , Xin^ . . . et ajoutons Jes 
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resultats ainsi obtenus : nous aurons, en vertu du th^or^me 
(t. I, p. 3a2)y la formule 



= o, 



"V^ F(a?n, x/^, . . ., Xin)dxn 

' = 1 \^d{Xii, Xiij , .., Xin)\ 

qu'il fallait d^montrer. 

Nous aurons plus tard Toccasion de faire des applications 
de ce th^or^me qui donne toute la th^orie des biquadratiques 
gauches. 
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CHAPITRE VL 

TH6ORIE DES INTfiGRALES ELLIPTIQUES. 



I. — Prelimixiaires. 



On a donn6 le nom diintegrales elliptiques, comme do us 
Tavons dit, aux int^grales de la forme 



ff'ix, v/X)rfar, 



F d^signant une fonction rationnelle de x et de y/1^, etX un 
polyndme du troisi^me ou du quatri^me degr6 ; c'est k cette 
forme que se ram^nent les int^grales des fonctions alg^brlques 
de genre un. 

C'est le comte Fagnano qui a attir6 rattention des g^o- 
m^tres sur ces nouvelles transcendaates par ses travaux sur 
la comparaison des arcs d'ellipse et de lemniscate. Euler a 
ensuite int^gr^ I'^quation 

dx dy 



/A X* -4- B a:' -+- C or* -4- Do: 4- E ^ky^ h- By» 4- C^* -h D^ 4- E 

sous forme alg^brique, et a ainsi fait faire le premier pas k la 
tkeorie des fonctions elliptiques {NovicommentariiPetrop., 
t. VI et VII). Lagrange {M6m. de Turin, t. IV, et Fonctions 
analytiques) a donn^ une m^thode plus simple et plus natu- 
relle pour r^soudre la m^me question ; il a donn^ aussi une 
m^thode pour transformer les unes dans les autres les int6- 
grales elliptiques, en s'appuyant sur une d^couverte de Lau- 
den, dont nous aurons Toccasion de nous occuper bient6t. 
L. — Traite d' Analyse, IV. 1 1 
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En 1811, Legendre a fait paraitre un Traits volumineux, 
enrichi de Tables num6riques, et qui conlient tout ce qui 
avail ^t^ ecrit jusque-la sur ce sujet; mais c'est a Jacobi et a 
Abel que nous devons la connaissance de la nature intime des 
fonctions elliptiques. Ces eminents geometres ont eu I'idee 
d^^tudier non plus les integrates elliptiques, mais les fonctions 
inverses de ces inl^grales, et ont el6 ainsi les v^ritables fonda- 
teurs de la th^orie des fonctions elliptiques. On comprendra 
facilement Timportance du point de vue auquel se plagaient 
Abel et Jacobi, si I'on r^flechit que les inl^grales des fonctions 

de X et de \Jax'^ -\- bx -^ c donnent naissance aux fonctions 
circulaires inverses de cellcs que Ton considere en Trigono- 
m^trie, et qui sont bien plus importantes. 

II serait injuste de ne pas menlionner ici Cauchy et Puiseux, 
le premier pour nous avoir r^v^l^ Torigine des periodes, et le 
second pour nous avoir fait connaitre la mani^re dont se per- 
mutent les racines des Equations alg^briques les plus g^n^rales 
et les diverses valeurs que peuvent prendre leurs int^grales. 
II serait ^gaiement injuste de ne pas mentionner les admi- 
rables Iravaux de MM. Hermile, Liouville, Weierstrass, etc., 
qui ont ^clair^ d'une lumi^re si vive une theorie rest^e 
peut-^tre un peu obscure dans les OEuvres d'Abel et de 
Jacobi. 

(Voir, Bulletin des Sc. math,, 2* serie, t. Ill, 66- 
cembre 1879, p. 489, un r^sum^ historique de la Theorie 
des Fonctions elliptiqueSj par Koenigsberger.) 

II. — Redaction des integrales elliptiques a des types simples. 

Soil F(j:, \J^) une fonction rationnelie de x et du radical 
y''X; on pent mettre F sous la forme 

A - B /X 

r = y 

G-hD/X 

A, B, C, D designant des polyndmes entiers en a;; si alors on 
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multiplie haut et bas par C — D y/X, on a 

P, Q d^signaDt de nouvelles fonctions emigres; F se decom- 
pose alors en deux parties, Tune rationnelle que I'on sail 
intdgrer, et I'autre de la forme 

H d^slgnant une fonction rationnelle, ou - — > G d^signant 

une nouvelle fonction rationnelle. 

Nous n'aurons done besoin que d'^tudier les integrates 
elliptiques de la forme 

J 7? ' 

Et d'ailleurs rien ne suppose jusqu'4 present que le poly- 
n6me X soit du troisi^me ou du quatri^me degr^, de sorte 
que la reduction que nous venons de faire s'appliquerait 
encore aux int^grales dites ultra-elUptiques, dans lesquelles 
X est d'un degr^ sup^rieur a quatre. 



III. — Probleme de la transformation. 

Jacobi a donn^ le nom de probleme de la transforma- 
tion au suivant : 

Etant donnee une expression de laforrhe 

dx 

oil X designe un polyndme entier da quatrieme degr& en 
Xy la changer en une autre de la forme 

dv 

A' 
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Y designant un polyndme entier du quatrieme degri en y, 
ail moyen d^un changement de variable de la forme 

U 

U et\ disignant des polyndmes entiers eny que I'onpeut 
supposer premiers entre eux. 

Pour r^soudre cette question, supposons 

X =(j: — «)(^ — P)(^ — T)(^ — ^)> 
nous aurons 

dx _ (l]'y — Yl])dy 



v/X v/(U — aV)(U-pV)((J— yV)(U— oV) 

Pour que le second membre de cette formule soit de la forme 

-p:y il est necessaire que le polyn6me plac6 sous le radical 

vY 

soit le produit d'un carr^ par un polyndme du quatrieme degr6 
en y; mais cela ne suffit pas, il faut encore que le carr^ en 
question soit ^gal, a un facteur constant pr^s, a U'V — V'U. 
Soit p le degr6 des polyndmes U, V ; le polyn6me 

P = (U — aV)(U - pV)(U - yV)(U - 8 V) 

sera du degr^ 4p 5 Ic carre dont nous avons parl^ est alors de 
degr^ 4p — 4 > sa racine est de degr6 2p — a ; c'est pr6cis6- 
ment le degr^ de U'V — V'U, si Ton observe que le degr^ de 
ce polyndme, en apparence 2p — i , est en r^alit^ 2p — a, les 
termes en 2/? — i se d^truisant mutuellement. 

Je dis maintenant qu'il suffit que le polyndme P se decom- 
pose en un polyndme du quatrieme degr^ et en un carr^, pour 
que la racine de ce carr^ divise U'V — V'U et, par suite, soit 
^gale, k un facteur constant pr^s, k U'V — V'U, en sorte que, 
pour que la transformation soit possible, il suffit que P soit 
le produit d'un carr^ par un polyndme du quatrieme degre. 

Si P est divisible par un carr^, il sera le produit de facteurs 
doubles, provenantd'unm^mebindmeU — aV, U — pV, . . . ; 
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en effet, U — aV et U — p V ne sauraient avoir un facleur 
commun, sans quoi ce facteur diviserait leur difT^rence 
(a — P) V el, par suite, V et U, qui par hypoth^se sont pre- 
miers entre eux; mais, si U — aV, par exemple, admet 
un facteur double, ce facteur appartiendra k V — aV 
ou k U'(U — aV)— U(U'-aV'), c'est-^-dire k son 6gal 
— (3t(U'V — V'U); done la racine du carr^ en question sera 
pr^cis^ment U'V — V'U, et il est facile de voir que notre 
raisonnement s'applique au cas oCi U et V seraient, Tun de 
degr^ Py I'autre de degr^ p — i , parce que U'V — V'U serait 
encore de degr^ 2/? — 2. 

IV. — Transformation du premier degre. 

Le degr^ de la transformation est le degr^ le plus ^lev^ 
des polyndmes U, V qui entrent dans Fexpression de x en j\ 
Dans la transformation du premier degr^, on a 

a-+- by 
a'-fb'y' 

si Ton applique cette transformation k la differentielle 

dx 



(I) , 

elle devient 

{ha! ^ ah') dy 
v/A [(6 — aLb')y -ha — aa' J [(6 — ^b')y -h a — pa'J . . / 

la transformation du premier degr^ r^ussit done toujours, et 
cela d'une infinite de mani^res; on peut alors profiler de 
I'ind^termination de a, 6, a', 6', pour faire disparaitre un 
certain nombre de termes dans le polyn6me Y qui figure 
sous le radical du polyndme transform^. On fera disparaitre 
les termes de degr6 impair, en posant, par exemple, 

(6 — a6')(a — ^a') H- (a — %a'){b'— P*') = o, 
(6 — ^b'){a^ Sa') 4- (a — Ya')(6 — 86') =0; 
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dans ces formules il n*entre que les rapports — ,> -p; nousfpou- 
vons alors supposer a'= i , 6'= i , et Ton a 

a -\- by 

et les quantit^s a, b seront donn^es par les formules 

(6 — a)(a — p) -H (a - i)(b — p) = o, 
(fe_^)(a_8)^_(a-Y)(6-8)=o 

ou bien 

2a6 — (a-hP)(a-h6)-4-2ap = o, 

lab — (y -+- 8)(a -I- 6) 4-278 = o; 

on en conclut 

ab = ^^ -^5)-y8(qc4-P). 
a-f- p — Y — 6 ' 

a-\-b= , ^ • 

a -t- p — Y — 6 

a el b sont done racines d'une equation du second degr^ 
facile k r^soudre. 

Remarque I. — Sia-|-p = Y-HS = 2 5, notre m^thode 
tombe en d^faut; mais alors la transformation de\dent inutile, 
si son but est de faire disparaitre les termes en j' et^'. En 
effet, on a alors 

(a,_ac)(:r-P)(a7-Y)(r-a) 

= (a:* — 1SX -+- ap)(a:* — ^sx -4-^8) 

= [(a: — 5)« 4- ap — s^] [(x — sy -4- Y$ - 5«], 

et, en prenant x — s = y om x =1 y -\- s^ on di une transforma- 
tion tr^s simple permettant de ramener la difTerentielle (1) a 
la forme voulue. 

Remarque II. — Supposons a, p, y, 8 r^els ou imagi- 
naires conjuguees deux a deux; il est facile de voir que la 
transformation que nous avons faite conduit k des valeurs 
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r^elles de a et b. En effet, pour que T^quation qui donne ces 
qnantil^s ail ses racines r^elles, il faut et il suffit que 

(,p__^8)«-[a?(Y-^8)-Y5(«-^P)](«-^P-T-5)>o; 

car ab ela-^b sont ^videmment r^els, rien n'emp^chant de 
coDJuguer a avec P et y avec 8. Si I'on d6veloppe cette for- 
mule, on trouve 

(«~T)(«-5)(?-Y)(?-^^>o. 
I** Supposons a, P, y, o r^els; on peut supposer 

el cette formule se trouve satisfaite. 

2® Supposons a et P conjugues, y et 8 r^els, a — Y et ^ — y 
seront conjugu^s ainsi que a — 8, et ^ — 8 ; le produit 

•(«-Y)(«--S)(P-Y)(P--S) 

sera done positif. 

3** Si a et P sont conjugues, ainsi que y et 8, a — Y ®^ ? — ^ 
seront conjugues, ainsi que a — 8 et p — y> ^^ ^® produit con- 
sid^r^ sera positif. 

Done, on peut toujours, au moyen d'une transforma- 
tion reelle du premier degri^faire disparattre de la dif- 

Jirentielle - — oil X est un polyndme d coefficients reels 

du quatrieme degri, les termes du degre impair; du reste, 
X prend la forme A(i-|- my^){\ -i- ny^)\ A, m, n desi- 
gnant des quantites reelles. 

V. — Transformation du second degre. 

Si les polyndmes que nous avons appel^s U et V sont du 
second degr^, pour que la transformation r^ussisse, chacun 
des factcurs 

U-aV, U-?V, L-yV, U — oV 
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^tant du second degr^, il faut que deux d'enlre eux soientdes 
carr^s parfaits ; nous poserons alors 

U — aV = £(a -hby)^, 
U — pV=e'(a'-+.6»», 

u 

e et e' d^signant -f- 1 ou — i , d'ou Ton tire facilement ^ • 
Quant k {'expression 



/(U — aV)(U-"pV") 

on la calcule ais^ment en observant que le num^rateur peut 
s'^crire 

' [(U — aV)rf(U— ?V)-(U-.3V)rf(U-aV)], 



P-a 



et que Ton peut supposer j^ = o, vu que I'expression en ques- 
tion est de la forme dy x const. On trouve ainsi 



L^ind^termination des polyndmes U et V permettra de 
simplifier le polyndme Y plac^ sous le radical. Mais nous 
n'avons pas I'intention de pousser plus avant P^tude des trans- 
formations des divers degr^s : ce que nous avons dit suffit 
pour Tobjet que nous avons en vue; lorsque nous aurons dans 
la suite besoin d'efiectuer une transformation, nous met- 
trons simplement ^ profit les remarques faites par Jacobi. 



VI. — Applications du probleme de la transformation 
a la redaction des integrales elliptiques. 

Nous avons vu que les integrates elliptiques se rame< 
naient k la forme 

7x 
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ou G d^signait une fonction rationnelle de a: et X un poly- 
ndme du troisi^me et du quatri^me degrd. 

Si X est du quatri^me degr^, une transformation du pre- 
mier ordre ou du second ordre ram^nera, comme on I'a vu, 

y=a la forme--? Y d^signant un poIyn6me du quatri^me 

degr^ ne contenant pas de puissances impaires de y. Nous 
avons m^me vu que, si X avait des coefficients r^els, Y avait 
des coefficients r^els ^galement. 

Si X est du troisieme degr^, on pent ramener —^ k la mSme 
forme; en efl'et, on pent poser 

dx dx 



prenant x — a = s, on a 

dx dz 



et, en faisant z =y^, 

dx idy 

■ ^~" — — — -^^— ^^^— — ^^— ^^-— — -— -^— — — -— — ^— ^^^— ^^— • 

v/X /A(jK*-+-a— p)(7*-T-a-Y) 

Le poljndme plac^ sous le nouveau radical est bien bicarr^ 

et de plus r^el si a est r^el et p, y r^els, ou conjugu^s. 

Toute int^grale elliptique se ram^ne done a des integrates 

de la forme 

Gdx 



^X 



ou X est un polyn6me du quatri^me degr^ ne contenant pas 
de puissances impaires de x. On pent toujours supposer que 
Gne contient pas de puissances impaires de x non plus, car 
on a 

^ A -f- Bar 
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A, B, C, D designanl des polyn6mes ne contenaDt pas de 
paissances impaires de j:; on a^ par suite, 



(A-hBx)(C — Dx) , 
n — ni ri ' 



G se decomposera done en deux termes de la forme P et Qx^ 
P el Q d^signant des fonctions ralionnelles de x^ : ainsi 



/ Gdx _ rPdjc r Qxd 
7?"j Vx "^ J /x 



Orl'ml^grale / -^ — se calculera par les procedes ordinaires 

du Calcul integral en prenant x^ pour variable, et le calcul 

d'une integrate elliptique se trouve ramen^ a celui d'une int6- 

grale de la forme 

Pjix 



/ 



oA P d^signe une fonction rationnelle de x^, el X une fonc- 

tion entiere du second degr6 de x^. Dans cette integrate nous 

supposerons 

X = aar* -r- bx^ ■+- c. 

EUe pent, en d^composant Texpression rationnelle P en 
elements simples, se ramener k une somme d'autres de la 
forme 

A r^*^. A f ^^-:., 



r-^^- V 



{x^-\- 3t)'«/X 



ou A, m, a sont des constantes, dont la seconde m est n^ces- 
sairement un entier. Or je dis que, dans la premiere int^grale, 
on peut toujours supposer /w = 2 ou o ; en effet, on a 

d{x^P-^^ ^ax* -h bx^-h c) 

[ fe X I 2 ct x^ ~\ 

(2/? -h i)x^P yJax^-^bx^-\-c H- a7*P-«-i - | dx 
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OU 

= ■ X [a:»P+*(2/? H- 3)a -4- x*P-*-*{2p -+- 2)b -+- x^P{2p -t- i)c] ; 

en integrant, il vieot 

y/\ ~ (2/?-h3)a ~J a/? -+-3 a ~/X~^ 

/2/> -+- 1 c a?*^ fl?a? 
2/? H- 3 a X 

formule qui permel d'exprimer successivement 

a?* dx r x^ dx 



/ x^dx r 
W J /x' 

en fonction de 

/dx rx^dx 

rint^grale 

/ dx 

se Famine aux integrates precedentes et a 



/ " 



(a?»-4-a)/x' 



an moyen de la formule 



4a?(a:*-4-a)p/x] 
= \(x^ -4- a)P v^ -4- ix\x^ -+- a)P-i/? /X -f- f^^^^^f^^ti^ 1^, 

laquelle est de la forme 

rf[x(a?t-+-a)A' v/x] = -^ [A(ar!4-a)A'^2 4-6(372-4- a)P ^» -4-C(j:2-4-a)/'], 

/X 
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A, B, C d^signant des constantes; cette formule int^gr^e 
donne le moyen de calculer 



fi 



dx 



d?s-+-a)'" /X 



en fonction de / — ,^y de / — rr^ et de / -7=- Au 

surplus 

/dx 

est la d^riv^e d'ordre m — i relative a a de 

(_,)m-l /• dx 



VII. — Forme definitiTe des integrales eUipti^es. 

Les integrales elliptiques sont, d^apr^s ce que nous avons 
vu, r^ductibles a trois types 

rdx r x^dx r dx 

J 7^' J "Ts"' J {x^-^a)^'x 

oil X d^signe un polyn6me du quatri^me degr^ ne contenant 
pas de puissances impaires de Xy ou de la forme 

A(n- ma?*)(i -H na?'), 

A, m, n d^signant des quantit^s constantes (r^elles, si le po- 
lyndme primitif du quatri^me degr^ a des coefficients r^els). 
Si nous nous plagons dans le cas g^n^ral. A, m^ n seront 
quelconques et, en posant mx^ = — 2*, on aura 

dx — dz : /m 



/X V^A y/(i — 52)(^i_ A-»5S) 

A" d^signant une quantity quelconque r^elle ou imaginaire. 
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Les trois int^grales (i) peuvent done dtre ramen^es aux formes 

dx r x^dx 

/(i — ar«)(i— X:«:r*)" J ^(i — x^){i^k^x^ 



I 



) 

dx 



- ---> 



(a?* -H a) v/(i — a7*)(i — k^x*] 



ces trois int^grales portent le nom dUntegrales de pre^ 
miirey de deuxidme et de troisiime espece; k est ce que 
Ton appelle le module, Legendre pose 



rr = sincp; 



alors ies integrates pr^cedentes prennent les formes suivantes, 
auxquelles nous mettrons des limites. 



(sin*<g -H x) v/i — X:*sin*(p 

Legendre rempla^ait la seconde integrate par 



/ /i — X'*sin*cpc?cp, 



qai n'en diflp^re que par une integrate de premiere espece. 
Sous cetle derni^re forme, Tint^grale de seconde espece re- 
pr^sente Fare d'une ellipse dont les Equations sont 



X = /i — A:* cos^p, 
^ = siinp, 

d*oii est venu le nom diintigrales elliptiques, donn^ aux 
expressions que nous Studious. Quant k la troisi^me int6- 
grale, il la consid^rait surtout sous la forme 



L 



do 



La quantity «p est V amplitude et n est le paramitre. Pour 
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a un facteur constant pr^s, k 6tant moindre que un, il faut que 
(4) A6'/nna>o 

et que 

— =— I, — = — A:'. 
ma na 

Ces deux derni^res conditions seront remplies si l^on prend 

— = — m et — = — k^n: on devra done avoir m = k^n: 
a a ^ ' 

cette condition sera satisfaite si m et n sont de mdmes signes, 

car on peut toujours supposer /i >• m en valeur absolue. 

h' 

Si Ton suppose m ei n positifs, — ou b^a sera n^gatif ; la 

formule (4) exige alors que A soit n^gatif. Si m et n sont 

n^gatifs, — et b'a sont positifs, A doit done ^tre positif ; done : 

Si A>>o, m<o, /i<;o, la transformation a employer 
sera 

Si A <^ o, m >> o, n^ Oj\\ faudra prendre encore 



cette transformation r^ussit, mais elle est imaginaire ; nous la 
rejetterons pour ce motif. 

En discutant d'une fagon analogue chacune des neuf autres 
combinaisons qui peuvent se presenter, on arrive a cette 
conclusion : 

Pour ramener la diffi^rentielle (1) 4 la forme (2), ou A: <[ 1 • 

\^ Si A > O; m ^ o, /I > o, posez 

ar*= — . 

m{i~-y^) 

2® Si A > o, m < o, /I > o, posez 

m 
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S** Si A > o, m <! o, n <C o, posez 

x^ = ■ 

— m 
4° Si A <^ o, m <^ o, /i<^ o, posez 



x^^ — 



mil 



5^ Si A <; o, m <; o, /I ]> o, posez 



x^= -' 



m(i-y'') 



6** Si A <C o, /n >> o, /I >- o, aucune transformation r^elle 
ne peut evidemment r^ussir. 

Bien que I'on puisse r^duire le module k Hre moiudre que 
Tunit^, il ne sera pas n^cessaire dans la pratique d'effectuer 
cette reduction, ainsi qu'on le vcrra dans la suite. On pourra 
m^me faire usage de modules imaginaires . 

IX. — Transformation de Landen. 

Proposons-nous de transformer I'expression 

cLp 

v/(i — a?«)(i— /c^x^) 

ou une autre de la forme 

mdy 



(2) 



v/o-7^)(i-^V*) 



A cet effet, efFectuons une transformation du second degr^ 
x= :^; pour que cette transformation reussisse, il faut que 
roo ait identiquement 

(V — U)(V + U)(V — kl]){\-hkU)= T^i - 7«)(i - ^V^), 
L. — Traite d'AncUysey IV. 1 2 
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et ron pent essayerd'y satisfaire en posant 

V-U = a(i-7)(i-A:y), 
^3. . V + U=.a'(i-4-j.)(i + A:», 

^ ^ ^ V-X:U = E(aH-67)«, 

£ et e' dtant egaux ^ ±: i ; si Ton prend a = a', les deux pre- 
mieres formules donneront 

V = a -h A:'a^*, 

les deux derni^res formules (3) donnent alors 

a f i-f- Xry - A:{i -f- A:')/! = e(a -+- 67)*, 

si I'on prend 

(4) k^(i-^ky = ik\ 

Les premiers membres de ces formules seront des carr^s par- 
faits, et la substitution 

transformera la diflerentielle (1) en (2); d'ailleurs de (4) on 
tire 

k- ^^^ 

>t _ ^- , 

en efTectuant la transformation, on a 

dx dv(i-^k') 



En rdsumdy si Uon pose 

(i^k')y 2v/A:' 



r 
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on aura 

On peut donner une autre forme a ce th^or^me et dire 
que, si Ton pose 

(H- A:')sin<]; 



on aura 



sin<p= — -7T--^r> 
* iH-Arsin^y 



v/i — X:*sin*^ a /i — A'* sin*<|^ 

(Law DEN, Philosophical Transactions^ 1775.) 

X. — Interpretation geometriqne. 

Jacobi adonn^ une d^monstralion g^om^trique du resultat 
pric^dent {Math. Werke), 

Considerons un cercle de rayon R {Jig. 6) ; soient AB un 




diametre, C un point pris sur ce diam^tre, O le centre. Soit 
OC = a, prenons un point M sur le cercle ; soient MCA = A, 
MBA= «p ses coordonn^es angulaires; en d^plagant ce point 
infiniment peu et en Tamenant en M', on a 

MM' 2 R do 

MM'=aRrfp et 



MG 



/a* 4- R2-i- 2aRcos2cp 
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D'un autre c6te, 

MW _ sin M' CM d^ 



MG sinCM'M cosCMO 

_ d^ _ d^ 

~ \/i — sin^CMO ~ , / a* . , / 

en ^galant les deux valeurs de -^^ > on a 

2 R rfcp d^ 



v/(a-hK)*— 4aRsin«cp / a^sin«<ji 



et, si Ton pose 






(a-+-H)2 ' R2 

on aura 



p d^ 9. r^ ^_ 



Enfin le triangle COM donnera 

(3) si^^(^^) ^ a ^ ^ 

ce qui fera connaitre (p en fonction de ^y ou i;«'ce versa. 
On donne quelquefois une autre forme k ces formules. On 

pose /f'= tang2-; la formule (2) devient alors 

e 

2 lang- 

X:=: \ =sine; 

i-t- tang*- 



de m^me, 



22 G 

n = = 2 cos*-: 

I -t- A: ^ - 1 ^ 2 

^ 2 
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de sorte que'(i) donne 

'^ d^h /*<? d^ 

1 cos*- 






Si tangO <C I, tang2- sera beaucoup plus petit que sin 9. La 

transforniation de Landen permet done de remplacer une 
inl^grale elliptique par une autre de module plus petit; cette 
derni^re sera plus facile a calculer par les series. D'ailleurs, 
en appliquant plusieurs fois de suite la transformation de 
Landen, on a 

Jr^ do I /•?» d'fi 

^ v/i — sin^Osin*^ 2cos»-*A) /i — sin«0,sin»cp,* 






2 2 



Du reste, 



sin 6i = tang- 0, sin 6j = tang- Oi, 

2 2 



de sorte que, 9/j ^tant suffisamment petit, on pourra prendre 



r 



J^ V^i — sin«0«sin^cp„ 

et Ton aura a peu pr^s 

dQ 9/1 



n 



f 



V''i-A'*sin2(j) 2«cos2-cos»^ ...cos«^' 



•-0 

2 2 2 

mais, au lieu de faire plusieurs transformations successives, 
il vaudra souvent mieux faire usage de la formule 

I / /I ' ^^ ~ / c?«(i — A:«sin*o) *; 
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si Ton d^veloppe la quantity qui multiplie df par la formule 
du bindme, on a 






ou 



1.3 A:*/ sin4o . \ 



XI. — Sur la moyenne arithmetico-geometriiine. 

Soient met n deux quantites positives arbitraires ; poson^ 

m -h n / — 

/w-i = y Tij = y mny 



te.v quart tites /Wi, /Wj, /Ws, ... tendent vers une certaine 
Umite; les quantitSs ni, n^, /is, ... tendent vers la meme 
limite que Von appelle la moyenne arithm^tico-g^om^- 
trique des nombres m et n. 

D'abord les nombres m^ el nt sont compris entre m et n, 
m2 et ^2 sont compris entre /ni et /lo • • • • Ainsi, en se rap- 
pelant que la moyenne arithm6tique de deux quantites est 
plus grande que leur moyenne g^om^trique, on voit que /Wi, 
m2y mzy • • . sont des nombres qui vont en d^croissant sans 
devenir inf^rieurs k n^ ; ces nombres ont done une limite \k, 
Les nombres n^y n^t /I3, • • • ont de meme une limite v. Je 
dis que (it'=^ v; en effet, on a 

rrip^i = —^ > np^i = ympfip; 
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on en conclut 



ou 



- i , / V = W^P— S^p) / / — 1=\ 

oa 

les differences y/^ — V^^^/j vont done en d^croissant plus ra- 
pidement que les termes d^une progression g^om^trique de 

raison ^gale h ^, done ^nip et yjrtp ou nip et rip ont m6me 
limite : ainsi [i = v. 

On peut deduire la valeur de pi des formules de transfor- 
mation de Landen. Nous avons trouve 



2v/P 



I -4- A:'' 
8in(2«p — ^) 



s'ln^ 



= k\ 



Si Ton fait <j^ = air, la derni^re formule montre que cp = 21:; 
nous aurons alors, pour cp = 21c, 

'•^ rf^V 2 /'•'' d^ 



r"^ d^ 2 /"''^^ 



2v/^ 



Mainlenant posons 



/l« ... 71? 

s 
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ces formules deviendronl 



niid^ 1 r^ rrido 



__ f 



/ ' m\ 



A: ■'^^' 



1-r-it 

Or, en supposant 



m -^ n / — 



r^galit^ /r= -^^r, est satisfaile, et Ton a 



27: ,1 ^flC 



c/o 



r ' ' __ __J'^_ .___ = f 

On a done, par un calcul dc proche en proche, 



57= ^^ •.JH 



et k la limite, en remplacant nip et 71^ par jjl, 



Jo ^ Jo 



ou enfin 



IT. _ r 



sr 



rf» 



y m* cos'* cp -i- Ai* sin* cp 



d'ou Ton tire la valeur de la moyenne |jl arithm^tico-g^ome- 
trique, exprim^e au moyen d'une int^grale elliptique. 
Cette solution a ^i€ donn^e par Gauss. 
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CHAPITRE Vn. 

THfiORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 



Proposons-nous d'eludier les diverses valeurs que peut 
prendre Tintegrale suivante ou G, a, j3, v, S sont ind^pen- 
dants de :;, 

/** Q,dz 

Jo v''(--«)(--P)(--yX--^) 

quand on fait varier z en lui faisanl suivre differents chemins. 

Tous les chemins qui m^nent de o en ;; peuvenl se ramener 
au chemin rectiligne qui va de o en ;; (nous supposons que 
ce chemin ne rencontre aucun des points a, p, y, S, que Ton 
peut toujours ^viter en decrivant un petit circuit autour de- 
lui), prec<^d^ de un ou plusieurs lacets relatifs aux points 
critiques a, P, y, 8 (p. i34). 

Soil i la valeur de I'integrale u prise le long du contour 
rectiiigne Oz, le radical ^tant pris alors avec une valeur bien 
determin6e, une fois pour toutes, que nous d^signerons par 

-h Va^iyS, pour z = o. Soient A, B, G, D les valeurs de la 
m^me int^grale u prise le long des lacets dont la partie recti- 
iigne va de O en a, de O en j3, de O en y, de O en S, Le radical 
^tant toujours pris avec la valeur initiale que nous avons 

appel^e -(- VaPyo : 

I** Les chemins allant de O en .s et pouvant se ramener au 
chemin rectiiigne ont pour valeur i; 
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2^ Les chemins se ramenant a un lacet suivi du chemin 
rectiligne Oz fournissent les valeurs A — e, B — e, C — «, 
D — I de rint^grale. En effet, I'int^grale prise le long du 
lacet relatif au point a est par hypothese A; mais, quand 
le point z a d^crit un lacet, le radical reprend en O une 
valeur ^gale k sa valeur initiale cliang^e de signe; Tintegrale 
rectiligne a ^valuer est done 

Gdz 



r- 



v/(-8-a)(^-P)(^-Y)('»-S) 



c'est-4-dire — i, et par suite Tintigrale obtenue en suivant 
un lacet (celui qui est relatif au point a), puis le chemin 
rectiligne 0>s, est A — /. c. q. f. d. 

L'integrale prise le long d'un lacet ne depend d'ailleurs pas 
du sens dans lequel est parcouru le lacet; en effet, Tint^grale u 
prise autourdu cercle relatif au lacet est nulle, et Tintegrale A 
se r^duit k 

/•« Gdz r^ Gdz 

X \/(z - a){z - ?){z - Y)(;5 - S) ^X -\/(^-a)(^- 3)(^- y)(^-§) 

On a plac6 le signe — devant le second radical, parce que, z 
tournant autour du point a, le radical revient au point de 
depart sur le cercle du lacet avec sa valeur primitive chang^e 
de signe ; on a done toujours 



_ r^ Gdz 

Jo ^{^Z-(1){Z-'^){Z- 



Y)(z-a) 



3? Si le point z suit successivement plusieurs lacets qui, 

parcourus isol^ment avec la valeur initiale -f- \olP'^o du radi- 
cal, donneraient les valeurs P, Q, R, S, . . . , V a l'integrale a, 
puis le chemin rectiligne Oz^ Pint^grale uprend 6videmment 
la valeur 

(i) P — Q-hR — S ...±:Vz;:i, 

le signe -j- ou le signe — ^tant plac6 devant i suivant que le 
nombre des lettres P, Q, . . . , V est pair ou impair. 
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Soil 

/n,( A — B) -h /n2(A -- C)-+- /n3(A — D) 

-h m4(B — C) -h m^{B — D) h- /ne(G — D; = H, 

mi, 7712) . . .) m^ d^signant des entiers positifs ou n^gatifs 
arbitraires; I'expression (i) est de I'une des formes 

(2)H-i-i, H-hA — I, H-f-B — I, H-t-G — «, H-f-D— r, 

Dous allons montrer qu'une partie de ces formes rentrent les 
unes dans les autres. 
D'abord les quantit^s B — C,B — D,G — D peuvenl s'^crire 

(A-C)-(A — B), (A-D)--(A — B), (A — D) — (A— C) 

et Texpression H se r^duit k la forme 

mi 0)1 -+- /nj cuj -f- W3 a>3 = H, 
en posant 

(1)1 = A — B, <i)j = A — C, 0)3 = A — D. 

Or, si I'on prend I'integrale u le long d'lin cercle de rayon 
iofini, on oblient un r^sultat nul; on doit obtenir le m^me 
r^sultat en parcourant successivement les lacets; done 

A — B-f-C— D=o, 
ce qui pent s'^crire 

o)t — 0)3 — 0)2 = o ; 

ainsi (o^ = 0)2 — w, : Texpression H se r^duit done k la forme 



Or on a 


/Hi 


0) 


I -4- /Hi 0)j . 


A — B =0), 






ou 


B — A — 0)1, 


A — C =0), 






OU 


C — A — o)j, 


A — D = o)j — 


0), 




OU 


D — A — o)j -+- 0)1 ; 



done toutes les expressions pr^c^dentes (2) sont des deux 
formes 

/Wl 0)1 •+• in% 0)2 -r- ly 

mi o)i -+- m,i 0)2 -h A — i, 

^1 et 1722 designant des entiers arbitraires. 
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II. — ftude rapide de la fonction inverse. 



L'equation 

u^- I — • - 

permet ^ volonte de considerer u comme fonclioa de 5, ou z 
comme fonction de ii. Si Ton consid^re z comme fonction 
de w, je dis qu'a chaque valeur de u correspondra une et 
une seule valeur de z] c*est ce qui r^sulte de la theorie des 
Equations diflerentielles fp. 127); z est d^fini par la condi- 
tion de s'annuler pour a :^ o et de satisfairc a I'^quation 

^ - g /(--a)(^-{i)(^-Y)(l2-a). 

La fonction z ne pourrait cesser d'etre monodrome qu'au- 
tour des points pour lesquels 5 = a, p, y, 5, 00. 

Supposons z voisin de a; si Ton pose 5 = a -}- s^, on a 

Quand ;; = a, on a JJ =: o ; or, quand 11 varie de mani^re que 
z reste dans le voisinage du point a, J^ reste monodrome; il 
en est done de m^me de la fonction z. Si z est tr^s grand, 

posons z ^= -y Tequation diff^renlielle qui d^finit z deviendra 

^,^ - - g n/(^;-i)(??-U(TC"I)(SC-i) . 

Quand z est tres grand, JJ est tres voisin de z6ro ; par suite, 
^ est fonction monodrome de a, et il en est de m^me de z 
lorsque cette variable reste tres grande. 

A chaque valeur de ^ correspondent une infinite de valeurs 
de a, a savoir m< W4 -h 7^2 Wj ~\-ueim^i3}^ -4-/^22^2 4- A — w, 
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mi, 7722 designant des nombres entiers tout a fait arbitraires. 
Si Ton fait alors z =/(w), on aura 

/(/n,a),-f-/n,a)j-HM) ^-/{u), 
/"(/niWi-i- /nj(Oj-H A — u)=/(u), 

(I), et 0)2 sont ce que Ton appelle les periodes de la fonc- 
lion /(//). 

Si Ton mene dans le plan deux syst^mes de droites parall^les 
4 des distances coi et (O2 les unes des autres, on decomposera 
le plan en parall^logrammes de cdtes a)| et tJ2< ces parall^lo- 
grammes seront Ails par allelo grammes des periodes. De ce 
qui pr^c^de, il r^sulte que : 

i« Dans chaque par allelo gramme des periodes, lafonc- 
tion z=zf(^u)ne pa^se que deux fo is par la mime valeur; 
car, en negligeant les multiples des piriodesy on a, pour 
une mime valeur de z, deux, et seulement deux valeurs 
de w, a savoir u etA — u; 

a** Que la /onction/(u) est par tout monodrome et mono- 
gene; 

3** Puisque, pour chaque parall^logramme des periodes, 
eile passe deux fois par la meme valeur, elle a dans chaque 
parallelogramme deux zeros, a savoir o et K\ 

4*^ Elle a aussi dans chaque par allelo gramme deux 
infinis. 

L'un d'eux est I'une des valeurs de Fint^grale 



X 



=-- - = a\ 




I'autre est A — a. 

5* Onpeut verifier que la fonction f{u) passe par toutes 
les valeurs deux fois, dans chaque par allelo gramme des 
periodes. 

Ed eOet, si I'on considere Tequation 

/(a)— a=:o, 
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on obtiendra le nombre de ses racines diminu^ du nombre de 
ses infinis en calculant Tint^grale 



y^ 1 _ r f(u)du 



prise le long d'un parallelogramme des periodes; or cette 

int^grale est nulle; car f,"! _ > ^tant comme/(a) double- 

ment p^riodique, prend des valeurs ^gales le long des c6t6s 
opposes d'un parall^logramme des periodes. Deux c6t^s 
opposes etant parcourus en sens contraire fournissent done V 
des ^l^ments qui se detruisent ; on a done V = o ; done le 
nombre des racines de/{u) — a = o est egal au nombre des 
infinis dey"( a), c'est-^-dire ^galideux. c. q. f. d. 

Remarque. — La fonction z Ae u d^finie par I'^quation 



u= I - ^ ^ — . 



TZTT^ y 



^{^x — a)(a7— ^){x — Y)(a7 — 8)(a? — e) 

ou e est une nouvelle constante, n'est pas monodrome, comme 
on le verra plus tard; ce fait s6pare nettement les int^grales 
elliptiques des autres int^grales ab^liennes, telles que u^ ou 
d'une forme plus compliquee. 

III. — De la fonction sin am a on sna. 

La fonction sni^=:z est d^finie par T^quation diff(6ren- 
tielle 

(I) ^ = v/ci-^«)(i-A:«^*), 

avec la condition 5 = pour m = o, ou par la formule 
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Ses propri^t^s d^coulenl de la th^orie d^velopp^e aux para- 
graphes pr^c^denls. Si Ton pose avec Jacob! 



W 






(3) 






ou encore, en faisant dans celte derni^re formule k'^=i — k^ 

(4i 



K'= f ^1_ 

Jo \/Ki-t'~hi-k'u^) 



Les integrates prises le long des lacets relatifs aux points 
critiques seront donnees par le Tableau suivant : 



Le point + 1 fournira la valeur 
» — I » 

T 

-k 

I 

X- 



2K, 






- 2K, 






2K-h 


2KV 


1, 


-•2K- 


2 K' /- 


■i; 



en ce qui concerne les points critiques -+- i et — i, cela est 

Fig. 7. 




Evident. Pour calculer la valeur de Tint^grale relative au 
lacet du point t {fig- 7)> on remarquera que le contour 
ferm^ qui se compose des lacets successifs du point v et du 
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point I est Equivalent au double lacet abc : ainsi, en n'Ecri- 
vant pas, pour abreger, la fonction k int^grer 

f — a / = * / » 

«/o "^ 1 

d'ou 

1 



2 

Done : 



^ =aK-i-2KV-i. 



i" La fonction sum ^5^ monodrome et monog^ne, 

2** iF//e a deux per iodes distinctes 4 K e^ 2 K' y'' — 1 . 

3° Elle a deux zeros' dans chaque par allelo gramme 

des piriodesy d savoir o e^ 2 R. 

4° Elle y a deux infinis; Vun d^eux a est donne par la 

fornxule 

_ r*__ dz 

dz 



2 a 






V/(I— -3'2)(l — A2^2) 



On pent supposer que rint^gration s'effectue le long de la 

droiteH'H passant en O etpeu inclin^e surOd;; onpeutrem- 

placer cette droite par les deux lacets situes au-dessus d'elle 

et par une demi-circonf^rence de rayon inGni ayant HH' pour 

diam^tre, qui fournit une valeur nuile de Fintegrale; on a 

done 

2a r. 2K-h aK'v/^-H 2K = 4K -r- 2KV^, 
d'ou _ 

a = 2K-f-KV— i. 

> 

Les deux infinis sont alors 

2K^-KV^ et 2K-(2K-f-KV^) = -"KV~ ou KV^- 
5° On a aussi par definition de K et K' 
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6" On a 

sn(^— w)= — sna, sn(iK — u) = snu. 
7"* Si, dans la formule 

dz 



_ r dz_ 



k^z*) 



on pose z^= -T-^ o^ trouve 



c'esl-a-dire 

ry dy 

a designant un infini ; on en d^duit 

a — u = ' 



ou 



/^ ay 



sii(a- u)=±y= -,— = 



kz ksuu' 



si Ton fait dt = — K' ^ — i , par exemple, on a 



sn(KV- »-+-«) = ± 7-^; 



il faut adopter le signe +, parce que, pour a = K, on a 



done 



sn(K-+-KV-i)= -^y 



^ ^ kSQU 



IV. — Sor les fonctions cnu et dnu. 

On pose en w = ^i — sn^w; mais cette definition est insuf- 
Gsante, tant que Ton ne precise pas la valeur du radical qu^il 
L. — Traite d^ Analyse, IV. i3 
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faut adopter; si Ton suppose que Ton prenne cno= H-i, 
en u sera bien d^termin^ dans toute portion du plan ne con- 
tenant pas de point w, tel que snw = i ou sna = oo. Si snu 
devient ^gal a i , on peut poser m = K + «', et Ton a 

sn(K-+-a') = sn(2K — K— tt')=sn(K— a'); 

la fonctionsn(K -|- u') est paire et peut se d^velopper sous 
la forme i -|- Am'^ _|_ . . . . On a alors 



en a = v/A m'* -h B a'* . . . = u' /A -+- B m'* -i- . . . ; 

pour snM=i, m'=o, en a reste monodrome par rapport 
a u' et, par suite, par rapport a u. 

Si sna = 00, on peut supposer, par exemple, u = K'^ — i ; 

faisant alors cnw = -> snw = — > on trouve 

w 

V = 



v/iv*— 1 



On voit que v est fonction monodrome de u quand w ==.0, 
done en 1/ est fonction monodrome de u quandsna = oo. 
Nous arriverons aux m^mes conclusions par une autre voie. 
Nous poserons aussi 

dn M = v^ 1 — X:* sn* a, dno = -T-i 

et Ton verra, comme on Ta fait pour la fonction cnw, que 
dnw est monodrome, m^me lorsque snw=T;en posanl 

u = K' y — I 4- u'f alors 

^ ^ ' V sn*M snu 

dau est monodrome par rapport k u! quand u' est tr^s petit, 
et par suite, par rapport a u. Done, etc. c. q. f. d. 

Reprenons la formule 









k^z^) 
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ouz = snu,^i — z'^-=cnu,^i — k'Z'^=dnu. Soil Uo la 
valeur de Tintegrale quand z suit le chemin rectiligne Oz. 
1° Si Ton suit le lacet -f- i €t le chemin rectiligne, on aura 

M = a K — uo\ 



cnu = y/i — -5^ revient en z avec la valeur primitive chang^e 

de signe, dna = y/i — k'^z'^ revient avec sa valeur primitive : 
done 

Isn(aK — Mo) = snao, 
cn(aK — Uq) = — en Mo, 
dD(2K — Uq) = dnwo. 

2° Si Ton suit le lacet H- ^> m prend la valeur 



aK-t- aK'y/^ — «o» 



cnu=^i — z'^ reprend sa valeur initiale a Torigine, mais 
dnu=^ I — k'^z^ change de signe, et Ton a 

[ sn (aK -f- aK'v/— i — Wo) = snwo, 
'2) < cn(aK-+- aKV— I — Mo) = cnao, 

( dn(aK-r-aKV-i-Mo) = — dn 



Mo. 



3° Suivant deux lacets — i et + i , puis le chemin recti- 
ligne, u prend la valeur 4K-t- «^, cnu et dna reviennent en 
dernier lieu k I'origine avec leurs signes primitifs, et Ton a 

I Sn(4KH- Mo) = SQMo, 

i'i) ' cn(4K-r- Mo) = cnMo, 

( dD(4K-f- Mo) — dnMo. 

4** Suivant deux lacets — % et -}- t et le chemin rectiligne, 
OD est conduit aux formules 

sn (4 K -H 4 K' v/— * -1- Mo j = sn Mo, 
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ou, en vertu des formules pr^c^dentes, 

( sn (4KV— I -»- Wo) = snito, 
(4) \ cn(4K'v/^-^ Uo) = cnito, 

I dn(4KV— i ^ Mo) = dnwo. 

5® En suivant les lacets i et j et le chemin rectlligne, on 

trouve 

Ssn (aKV — 1 -^ Mo) = snuo, 
, , en (aK'/— 1 -^ Wo) = — en «©, 

' dn(aKV — i-}-Wo) = — dna©. 
D'ailleurs on a 

sn( — u) = — snw, en — u = enii, dn — a — dna; 

car, quand z se change en — z, u se change en — w, etc., 
on conclut de (3) que 4K^ est une p^riode des trois fonctions ; 
mais, en changeant dans la formule (i) ;/o en — Uq et en 
observant que dn«/o = dn( — Mo)? o^ ^ 

dn ( 2 K -+- Mo ) = dn Mo ; 

ainsi aK est une p^riode plus simple de dnu* 

En verlu de (4), 4K'V — ' ^^^ ^^^ p^riode des trois fonc- 
tions, mais aK'^ — i est deja une p^riode de snw, et, si I'on 

change Uq en — Uq dans (3), on voit que 2K + aK'y' — 1 est 
une p^riode de cnu. 

6® En resume, 4 Ket iK'^ — i sont des p^riodes communes 
aux trois fonctions; mais elles ont individuellement des 
p^riodes plus simples : 



sn u a pour p6riodes 4K et aK'/ — ly 
cnu » 4K et aK-haKV— >» 



dna » aK et 4KV~'' 

7° Les iniinis de snu^ cnu, dnu sont ^videmment les 

ni^mes, a savoir K! ^ — i et 2K -|- K'y/ — i . 

8^ Les Equations cnu = a, dnu = a ont ^videmment 



j 
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autant de solutions dans chaque parall^logramme des pe- 
riodes qu'elles poss^dent d'infinis, c^est-a-dire deux ; la de- 
monstration de ce fait est identique a celle que Ton a faite a 
propos de r6quation snu = a; cnu et dn li en particulier 
ODt deux z^ros dans leurs parallelogrammes respectifs. cnu 
est nul quand sn£^= i, done les z6ros de cnu sont K et, en 

vertu de (2), K -1- aK'y^ — i ou, en retranchant une p^riode, 
— K. Pour trouver les zeros de dnj:, on observe que 



done 



sn(K-K'/r7)=^ 



dii(K — KV— = ou dn(K-f-K'v/^) = o' 



et 



dn(— K-+-KV— = o«i dn— (K-hK'/^) = o. 



Le Tableau suivant resume les principales propri^t^s des 
trois fonctions : 





sni^. 


cniz. 


dnu. 


Periodes . 

Z^ros 

Infiais . . . 


4K, aKV— 1 
0, iK 

2K-f-K'/ 1, 

KV-i 


4K, 2K-4-2KV I 

K, K 

Id. 


2K, 4KV-' 

±(k-hkV-i) 

Id. 



V. — Deriyees de snu, cnu, dnu. 



De r^quation 



on tire 



f' dx 



^ = v^(i-a7«Ki-it*a7») 
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OU 

(i) sn'u = cnudnu. 

On a ensuite, en difTSrentiant 

en a = /i — sn*w, 

, snusn^u snu , 

en a = ,—z== = cnudnu 

v/i — sn*tt cnu 

oil, finalement, 

(2) cn'w = — snudnu; 
de m£me, en diffiSrentiant 

dn a = ^i — X:*sn'M, 
on a 

J , k^ snu sn'u ,. snw , 

dn a = jz^ — = — a:* -^ — en u dn u 

/T— A> sn* u an « 

OU 

(3) dn'« = — A:* snu en u. 

Si Ton avail quelques doutes sur les signes des seconds 
membres des formules (i), (2), (3), on observerait que ces 
formules, ajant lieu pour de petites valeurs de m, sont g^n^- 
rales. 

Si Ton pose sn a = ^, cnu = q^ dn m = /*, on voit que les 
formules (i), (2), (3), donnent 



dp - 
du 


V^ 


dq 

du 


-rPy 


dr 

du ~ 


k^pq. 



On a done une solution des Equations diff^rentielles 
pr^c^dentes en prenant /? = sn(a -|- c), y = cn(?^ 4- c), 
q = dn(u -I- c); c el A* d^signent alors des constantes. Celle 
remarque sera utilis^e plus lard. 
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VI. — Residns des fonctions elliptiqnes. 



Le r^sidu de sna; pour x = K'y'' — i , par exemple, est la 
limit e de 



pour X = K'y/ — I , ou de 

e sn ( K' v/— » -•- ^) 

pour e = o, ou, en vertu d^une formule du paragraphe pre- 
cedent, de 

e 
X:sils 
ou de 

r 
A* ens dae 

c'est-i-dire y- 
A: 

Les autres residus se calculent d'une mani^re analogue 

quand on connait cn(K'y/— i -Hs)? dn(K'y/-— i + s) ; nous 
apprendrons k les calculer plus loin. 

VII. — Remarque importante. 

Les z^ros et les infinis de sn^, cn^, dn^: sont simples; 
en effet, on a trouv6 

sn'ar = cnardna?. 

Si Ton fait x= o ou a;= 2K, on voit que sa'x reste fini; 
done les z^ros de sn^ sont simples; on verrait de mSme que 
ceux de cno: et dnj; sont simples aussi. 
Cette m^me formule montre que, si sn^ estinfini, d'abord 

cn:p = ^i — sn^a: et dnx = y/i — k'^sn'-^x sont infinis de 
m^me ordre; done sn'^ et sn^^ sont infinis de m^me ordre. 
Supposons done que sn^: ait un infini d^ordre a, sn'j: aura 
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cet infini k Tordre a -f- 1 et sn^j; de Tordre aa; on doit done 

avoir 

a -f-i = 2a ou a = i; 

ainsi snx ne peut avoir que des infinis simples; il en est 6\\- 
demment de m^me des deuK autres fonctions cn^ et dn^. 



VIII. — Diflcnssion rapide des fonctions elliptiques. 

II est naturel de chercher k discuter la fonction snu au 
moyen de la formule 



^^ r^ dx 



a?*) 



qui sert a la d^finir quand on y suppose k reel et moindre 
que I. On voit que u el x sont de mdmes signes, qu'ils 
varient dans le m^me sens, jusqu'^ ce que x= dzi :k partir 
de 1^, u cesse d'etre r^el quand x croit; Xy c'est-i-dire snu, 
varie done entre les limites — i et -f- 1 quand u varie de 

dx 



_ r' dx ^ r' 

1 v/0^=^^i"^X:*'^*) ^ 1 v/O- 



ar*)(i — A:«a?») 



ces quantit^s seront d^sign^es par — K et + K ; il semble 
que u ne puisse pas prendre d^autres valeurs, mais c'est la 
une erreur analogue a celle dans laquelle on tomberait si Ton 
partait de la formule 



r^ dx 

arcsina:= I 



dx 
/i — ar* 



pour d^iinir le sinus, et ici il semblerait ^galement que I'arc 
sinus ddt varier entre et -A — > mais Tare sinus franchit 

2 2 

en reality ces limites, parce que Ton admet que la d^riv^c 
peut 6tre ±: . et que le passage de x par un, annulant 
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le radical, lui permet de changer de signe. Si done on veut 
retrouver la continuity dans Tare sinus, il faut necessaire- 
ment prendre le radical avec le double signe. Nous ferons de 
m^me dans la discussion de Tamplitude Uy el nous admettrons 
alors que u continue de s'accroitre, quand x decroit, le ra- 
dical changeant de signe; alors a: ou snu va successivement 
repasser par la s^rie de valeurs par lesquelles il 6tait pass^ 
etTon aura sn(K-4- u)= sn(K — w); on a done, en obser- 
vant que snu = sn( — m), 

sn(K-+-M) = — sn(a — K) = sn(a — 3K) 

et, en faisant K -f- w = p, 

et, par suite aussi, sni> = sn(p -|- 4K")=: sn((^ + 4'wK), 
en d^signant par m un entier quelconque; 4K. est done une 
p^riode de sn:r comme 277 est une pc^riode de sinj;. hsijig. 8 



Fig. 8. 




CQiC 



ci-contre repr^sente assez bien la marche de la courbej^= sn^ 
pour Xr < I ; on y a joint les courbes y = cn^, y = dna:. 
Lam£ appelaitsn:r un pseudo-sinus, cno; un pseudo-cosinus 
et dna: un pseudg-rayon; cnj: a pour p^riode 4K., mais dna: 
a pour p^riode 2K. La courbe r = cna: ne diff^re dey = sn j; 
que par sa position, et Ton acn^ = sn(K — x). 



(«) 
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IX. — fqnation d'Euler. 

L'^quation suivante 

dr =h dr 



v/A -t- Ba; -t- Gar* _+- D jf* -r- liar* /Ah- B7 -h C^' -h D^» -+- E^* 

danslaquelle A, B, C, D, E d^signent des constanles, s'int^gre 
bien facilement au moyen des quadratures, et, pour obtenir 

cette int^grale, il suffit ^videmmentd'^crire le signe /en avant 

de chacun des deux membres. Mais il est bien remarquable 
que rint^grale g^n^rale de cette Equation, qui se pr^sente 
naturellement sous une forme transcendante, pent se mettre 
sous la forme alg^brique 



(?) 



( /a -h Bar -+- Ca:* -f- Ux^ H- Ea:* -H /A -h B^ 4- C^* -*- D^s 4- E^* 
) = (^ — 7 ) /E (arV^y* ^V)(x-^y) -^ K, 

K d^signant une constante arbitraire. Euler, k qui Ton doit 
cette d^couverte, est parvenu k ce r^sultat, dit-il, « quasi 
dwinando » ; et, malgr6 les progr^s de la Science, on n'a 
d'autres m^thodes naturelles pour y parvenir que celles qui 
sont pr^cisement bashes sur la th^orie des fonctions ellip- 
tiques, que le r^sultat trouv^ par Euler a pour ainsi dire fait 
naitre. 

Richelot et Cauchy ont essay^ de donner des demonstra- 
tions directes de la formule ( P), mais il est plus simple et plus 
naturel encore de la verifier par la differentiation apr^sTavoir 
r^solue par rapport k K. 

Lagrange a int^gr^ I'^quation d'Euler d'une fagon assez 
elegante, comme on va le voir, en la ramenant d'abord, au 
moyen d^un changement de variable, k la forme 

, . dx dy 

(0 



/vi — ^*)(i — A-*a:«) /(,_^t)(i_X:i^J) 

puis, en posant 

ar = sinco, j^ = sin<j^, 
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a la forme 

Ubis) ''^ - '''t' 



En ^galant ces rapports a dtj on a 

(2) -^ = /i — X:*sin*<p, -^ = /i — X:*sin*<J^; 

si Ton differentie ces deux equations par rapport k t, on 
trouve 

^o Ar'sintp coscp ^cp cfitj; A:*sin^cos<); d^ 

ou, en vertu de (2), 

-rj = — X:*8incpcoscp, "jj = — X:*sin<|;cosi];. 
Posons 

nous aurons 

d*ou Ton lire 

(3) _^ = — X:'sinjDCOsgr, -^-^ = — X:*sin9r cos/?. 
Les formules (2) donnent encore 



ou 



ou 



—di -dJ— = i ^Kcosacp - cos2i.) 
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ou enfin 

dp da ». . 

itdi — **»•"/"•»?• 

De cette formule et de (3) on tire 

d:^p _ d'^q __ 

dpdq ~ ^* dpdq '^ ^ 

OU 



^=cotqdq, ^^coipdp; 



en Integrant, il vient 

log-— = logsin^r -h log6, *^6^/ = logsinjo -h loga, 
ou 

(4) ^^^=bsinq, g=asm/,, 

a et frdesignant des constantes; on en d^duit 

a sin/7 dp = b sinq dq 

ou, en integrant et en appelant c une cons tan te, 

( 5 ) a cosp = b cos q '\- c, 

Les Equations (4) donnent, en rempla^ant p et q par leurs 
valeurs, 

^^ = 6sin(^-<l/), ^^ =asin((5>-h<^) 

ou 

(6) /i — X:*sin*^ -h y^i — X:*sin*<l/ = 6sin((p — <!'), 

(7) v'^i — X:*sin«<p — /i — X:* sin^ij; = a sin(cp -4- ^j;). 

D^ailleurs, entre les constantes a et 6, on a la relation 

a6 = — /:*, 
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ainsi qu'on s'en assure en roultipliant (6) et (7) raembre a 
membre. La formule (5) peut s'^crire 

(8) acos(cp -h<j;)= 6cos(cp--(j;)-f- c. 

D^signons par p. la valeur que prend (p pour <}; = o : les for- 
mules (6), (7), (8) donueront 



V^i — A:' sin* [A H- 1 = 6 sin ja, 

^9> \ v^i — A:*sin*[x — i = asin[x. 

a cos \L — b cos [A = c. 

Remplagons dans (8) a, 6. c par leurs valeurs tiroes de (9), 
nous aurons 

i/i — X:*sin*|jL — i , ,. i^i — X:*sin*|jL-h i , ,. 

-. COS(©-4-4/)— : C0S(5> — ^V) 

Sin [A \. T/ gjjjjj^ V. T/ 

i/i — A:*sin»|A — i i^i — A*sin'|AH- i 

= ; COS a— ; COS [A 

Sin [A ^ Sin (A 

ou bien 



(10) cos9COS<{/ — sin <p sin ^ ^i — X:* sin* ja = cos |a, 

equation c^l^bre et que Ton interprfete facilement en obser- 
vant que, si Ton pose 



cosM = — /i — A' sin' [a, 

cp, ^, |x seront les c6t^s opposes d'un triangle sph^rique dont 
Tangle oppose k [x sera M. 

Si Ton change ^ en — A, on voit que 



cos^ cos<|;-h 8in<psin<|; /i — X:*sin*jA = cosfx 
sera une int^grale de 



V^i — A:*sin*o /i — A:*sin*iJ^ 
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X. — Addition des fonctions elliptiqnes. Methode de Lagrange. 

Je suppose que i^on soil parvenu a int^grer sous forme 
alg^brique Tequation 

dx iiy 

(i) , -^ , --- - =o, 

si Ton pose a: = snw, j/'= sn(^, une integrate de cette Equa- 
tion sera 



= const. 



ou 

u-^v = const. ; 
soit 

?(^»^) = const. 

L'int^grale aigebrique de (i), w -h (^ et ^{jo^y) elant con- 
stants en m^me temps, on aura 

u-\-v = F[tp(a7,^)] 

ou 

w H- t' = F[<p(snM, snv)\y 

et la fonction F sera facile a determiner en faisant r = o, par 
exemple; on pourra done calculer w + ^ en fonction de sni/ 
et sn^, et Ton obtiendra diverses formules suivant la nature 
de la fonction (p que Ton aura trouv^e ; toutes ces formules 
devront Evidemment rentrer les unes dans les autres. 
En posant x^^\n(f^y = sin<J^, la formule (i) devient 

rfcp d^ 

-h -^- r = O, 

v/i — A* sin*© y/i — X:*sin*»j/ 
et Lagrange a trouvE, pourintegralede cette equation (p. 2o5), 

coscpcos^ -+- sin© sin^}; /i — A:*sin*[x = cos|a, 
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tJi d^signant la constante ({'integration; cette integrale, en 
reprenant x el y pour variables, devient 

cnwcnp — snasnp dnjx = cn[x, 

;jL est la fonction de u-i- v qu'il faut determiner j or, en fai- 

sant u = o, on a 

cnp = cn[x, 

done (jL= M -t- ^, et Ton a 

(2) cnucnv -hsnustiv dn{u-{- v)=: cn{u -h V). 

Si a cette formule on adjoint les suivantes 

cn{u-hv)= ^i — sn^{u-h v), 
dn{u-hv)= y/i — k^sn^(u-{- v), 

on obtient des formules qui donnent 

sn(M-4-t'), dn{u-h v), cii(M-+-t^), 
qui sent 

sn a cnpdnp -f- snp cna dnw 

sn( a -f- p) = V- — , 

», , , , cnwcnp — dn {/ dnt^ sn {£ snp 

, , . dnudnv — /r^sn a snp en m en i' 
dn(M-hv)= 7^ — y 

el que nous retrouverons dans le paragraphe suivant. 

Ces calculs sont compliques et laissent subsister quelques 
incertitudes sur les signes que I'on doit adopter. Abel se 
borne a verifier les formules prec^dentes dans son exposition 
de la Thiorie des fonctions elliptiques, Voici comment : 
appelons / le second membre de I'une quelconque de ces 
formules; il v^rifie que Ton a 

du dv ' 
ce qui peut s'^crire 

"~T/ r~ =o- 
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II en conclut que les seconds membres de ces formulas sont 
fonctions de u-h v] puis, faisant dans le second membra de 
la premiere, par example, (^ = o, il trouve qu'il se r^duit 
a sna; il en conclut que ce second membre est ^gal 
a sn(u + (^). 

Despeyrous arrive assez rapidement aux formules (3) an 
remarquant que, en multipliant r<^quation (i) par 



son premier membre devient une difKrentialla exacte ; alors 
rint^grale de celte Equation se pr^sente sous la forme 

^v/('-r-)(^--^^V)-^r/('-^')('-^''^-) ^ const 

ce qui fournit imm^dlatement la premiere formule (i), mais 
ces proc^d^s sont tons longs ou d^tourn^s. Nous ^tablirons 
ces formules d'addition par la m^thode de Glebsch qui, a 
cause de sa grande g^n^ralit^, nous sera utile dans d^autres 
circonstances. 



XI. — Methode de Glebsch. 

La methode de Glebsch repose sur le th^orfeme d'Abel 
(p. 1 54) ' coupons la courbe 

(i) y^ = {i^x^-){i-'k^x^) 

par la parabole 

sironappelle(5:oy,), (^2,72), (^sj Ja)? ( ^4 , J^4 ) les coor- 
donn^es des points d'intersection, en vertu du theor^me 
d'Abel, on doit avoir 

ctei dxi dx^ • dxi, 

( i ) 1 1 i = o, 

n y« 73 7* 
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car ici iy est la d^rivee relative ky du premier membre de (i). 
Or Tun des points d 'intersection des courbes (i), (2) a pour 
coordonn^es o et i. La formule (3) se r^duit alors, en sup- 
posant ^^4 = I, j:^ = o, a 

(4) 1 1 =0 

ri 71 73 

ou k 

dx\ Ht^ d.r^ 



V^(i-xJ)(i - k^x\) v^i^i — x\){^\- k^xi ] "^ v/u — ^l ;(i — k^^l ) 



= (). 



Posanl alors ^1 = sna, ^2 = snf>, x^ = snc, cetle formule 
donne 

(5) da -\- db -\- dc = o\ 

or r,, x^y x^j x^ satisfont a Tequalion 

ou 



On en tire 



Xi-\- Xf-^Xz= T 



i-x 



A-4 — a* 



(6) ' ^i^«^3= X;j"irir2' 



On a aussi 



a = 

Xi 2*2 ^3 






ou 



yiX; — Xi^i = ^1 — a7i-h aa:iJ?i(a7i — x^) 
ou, en verlu de la dernicre formule (6), 



Xz = 



x\ — xl 



J^27i--7j*^i 
c'esl-a-dirc 

^°^ — sn6 cna dna — sna cn6 dn^' 
L. - Trai:e d* Analyse, IV. 1 



/. 
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mais, en verlu de (5), 

dc = — da — db, 

ou, en appelant G une constante, 

c = G — a — b\ 
on a done 

sn(G — a — 6)= — -i , , ' 

sn&cnadna — saacao and 

Pour determiner G, il suffit de faire — a = 6; on a alors 
snG = o, et Ton pent prendre G = o : on trouve ainsi 

sn(aH- o) — 



sn a en 6 dn 6 — sn 6 en a dn a 

Multipliant haut et bas dans le second membre par 

snacn6 dn6 + sn6cna dna, 

le ddnominateur devient 

sn*a cn*6 dn*6 — sn*6 cn*a dn*a 
ou 

sn*a(i — sn*6)(i — A' 8n*6) — sn*6(i — sn*a)(i — A:* sn*a) 

ou 

(sn*a — sn'6)(i — A:»sn'a sn'6); 

et Ton a, toutes reductions faites, 

sn flr. en 6 dn 6 -h sn 6 en a dn a 



sn 



I — A:*sn*a 



sn^^ 



Telle est la demonstration la plus directe que Ton connaisse 
de la formule d^addition des fonctions elliptiques. 

Cette formule, en posant sna = 5, cna = c, dna = rf, 
sn6 = 5', cn6 = c', dnft = rf', pent s'^crire 

, ,^ sc'd'-^s'cd 

sn(a + 6)=-— ^.-^j^; 

on en tire 

{\^k^s^s'^y^(sc'd' -^s'cdS^ 



I — sn'(a -4- b) = 



(I— A»*»5'»)« 
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21 f 



OU 



tnHa+b) 



A-^s^l—^ss'cc'dd' 



(l — /:«5>5'2)» 

OU, ce qui revient au m^me, 

.. cnacii6 — dnadn6snasn6 
=icn(a4-o)= 7^ — -7 : 

on prendra le signe + devant le premier membre, afin que 
la formule ait lieu pour 6 = o. 
On calcule de m^me dn(a-|- b) et Ton arrive ainsi aux 

formules 

, -^ sna cn6 dn6 d: sn6 cna dna 
sn(a=h6)= T- — -T y 

, ,^ cnacn^ rr: dna dn6 sna sn6 
cn(ad:6)= V^ — i —, > 



dn(aih^>) = 



I — k^ sn*asn*6 
dn a dn 6 III X:* sn a sn 6 en a en 6 



I — A* sn'a sn*6 



XII. — Nonvelle methode. — Theoreme de Poncelet. 



Soicnt O et O' les centres des deux cercles {fig> g), soient 



fig. 9 




PP' et QQ' deux tangeutes infiniment voisines au cercle O'; 
soienl R et r le^ rayons des deux cercles O et O' ; soient enfin 
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^ = 2tf, ^ = 2^, 00'= a. Les triangles MPQ et MP'Q' 

donnent 

PQ _ MP 

P'c^' ~ MP' 
ou 



v/o'P''— 



c^6 "" /=2 "" V R^ -+-«'-+- 2 Ra C0S2C5 — r*' 



si Ton fait alors 
on aura 



(*) 



y^i — A*sin*<p /i — A-sin*^' 



II resulte de la que, si sur la figure on trouve une relation 
finie entre les angles <f et ^^ ce sera Tint^grale de (a), et Ton 
aura ainsi un nouveau proced^ pour integrer la formule (a). 
Or on a, en projetant le contour O'OPM sur O'M, 

acos(«p -h <j/)-h R cos(^ — <p)r=: r 
ou 

(a+ R)cos<pcos^/ +(R — a)siinp sin^ = r 

ou encore 

(3) coscp cos^/ -4- (i^^) sin^ sin^; = ^^ • 

De la formule (a) on tire 

(4) r - ^> f^ ^'^ = T -— ^ 

[X d^signant la valeur de y pour ^j^ = o ; on conclut de la que. 
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si I'on fait <{/ = o dans (3), 



, /(R-4-a)«— r* 
sin UL = t / ^^ — -— — - — - — , 

I — A:* sin* a = I — r-^ -r - — 775 — 

- 4Ra _/ R — « y 

et la formule (3) s'ecrit 

co8«p cosi}/ ± /i — X:*siii'(i. sinosin^ = cos|Jt, 

resullat deja obtenu (p. 2o5). Jacobi, k qui Ton doil la me- 
thode pr^cedente, en a d^duit la demonstration d'un th^ordme 
curieux de Poncelet. La formule (4) pent s'^crire 

en changeant ^ en ^ 1 et ^ en cp2, ou encore en posant, pour 
abr^ger, 

r/o /•?* r^* r^ J 

v/i — A:*siQ*cp */o */o »/o 

Supposons que par le point P' on m^ne unetangente P'P' 
au cercle r, soit P' le point oh elle rencontre le cercle R; par 

le point P', menons encore une tangente F'P''^ au cercle r, 

AP' AP"' 

et ainsi de suite; soit -tt- = 2 '^3, — |r- = 2cp4, . . . , nous au- 

rons les formules 



(5) 



/•?« /»9i nV- 

I I flfcj — / dm = / c?TiT, 

f rfoj — / dm = / fl?TiT, 
*/ •''0 






dm 
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et, en ajoutant, 



(6) 



I dxs — I dm = (n — i) / dm 

- »/ t ^0 



ou encore 

t/cj = const. 



/ 



Supposons que le polygene PP'F'. . . se ferme : alors on aura, 
par exemple, ay^ = 2^1 -t- a/??!, /? d^signant un nombre 
entier ou (fn = <fi-\-pTz; la formule pr^c^dente donnera 
alors 

f dm = const. = / dm, 

a. «/o 



9i 

'9. 



dm ne depend pas de <pi ; 

Yt 

la condition pour que le polygone se ferme ne depend done 
pas de (fi. Done, si ce polygone se ferme pour une position 
particuli^re du point P, il se fermera quel que soil ce point. 
G'est en cela que consiste le th^orfeme de Poncelet. II pent 
s'enoncer comme il suit : 

Si un polygone de n cdt^s peut dtre d la fois inscrit et 
circonscrit d deux cercles, ilexistera une infinite de poly- 
gones jouissant de la mime propriitc. 

Ce theoreme est ^videmment projectif, et il subsiste, par 
consequent, quand aux deux cercles on substitue deux coniques 
quelconques. 

Le theoreme de Poncelet est lui-m^me un cas particulier 
d'un autre th^ordme beaucoup plus general ^galement trouve 
par Poncelet, et que Ton peut enoncer ainsi : 

Si les divers cdtis d^un polygone touchent une co- 
nique et que tous ses sommets moins un decrivent une 
autre conique, le sommet libre dicrit une conique (voir 
Chap. VII, § 6). 
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XII. — Integration de I'eqnation dy = 



En cherchanl les Equations diff^rentielles auxquelles satis- 
font snx, CD a:, dn^, . . . , on Irouve que 

dv I 

(1) Si>-= snx, ..., ^= /(i-7'X'-'^V)> 

(1) y=cxix, ..., ^=_A:'^(i-^«)(n-^7»j, 



(3) y.= dnar, ..., g = - *'^(,-^«)(g - .] 



(4) 



(5) 



(6) 



y^ tnar, ...,^= /(H-7')(i+ -^V), 



' "' dx 



^== i-V<-W-fi) 






dnj7 fl^a: 



(«) 



^=i^'-'£=-V('-^^'K'-"i^) 



Ceci pos^, s'il s'agit d'int^grer T^quation 



J^ = v/(A-T-B7«)(A'-hB>«), 

on la ramfenera a Tun des types pr^c^d^nts et Ton en aura 
imm^diatement Tlnt^grale; ainsi, par exemple, si A, A', 
B, B'>o, on ^crira 



dy 
dx 

el Ton posera 



=Asi/(-¥)(-^) 




1 
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on aura alors 

Supposons, pour fixer les id^es, ^-^ < i ; on le posera 6gal 
a /r'^, et Ton aura 

dz 



= \/{i-{-z^){i-\-k'^z^); 



par suite, en n^gligeant une constante, 

;5 = tn(:r /BA'), y - ^^ ln(ar /BA'). 

Les quelques difficult^s qui pourraient subsister disparaitront 
quand on aura iu le § 26 du Chapitre suivant. Dans ce para- 
graphe, on verra comment on peut mettre sous la forme a -h bi 
les fonctions elliptiques dont la variable est imaginaire. 
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CHAPITRE Vm. 

THfeORIE GfiNfiRALE DES FONCTIONS DOUBLEMENT PfiRIODIQUES 

ET DES FONCTIONS AUXILIAIRES. 



I. — Introduction. 

U^tude des int^grales elliptiques nous a revile I'existence 
desfoDctionsmonodromes, monog^nes et doublement p^rio- 
diques. Lorsqu'une fonction poss^de deux p^riodes et qu'elle 
esl moDodrome et monogene, elle jouit par cela m^me d'une 
foule de propria t6s curie uses qui en facilitent considerable- 
ment F^tude ; ce caract^re de double periodicity fait que la 
fonction en quelque sorte est condens^e dans Tun des paral- 
lelogrammes des p^riodes, et il suffit de I'^tudier dans cette 
portion finie du plan. Nous allons done nous proposer de 
resoudre cette question trfes g^n^rale : 

Quelles sont lesfonctions doublement piriodiques mono- 
dromes et monogenes, et quelles sont les proprietes gini- 
rales communes a toutes ces fonctions. 

En nous pla^ant^ ce point de vue tres ^lev^, nous rencon- 
trerons les fonctions elliptiques et nous verrons leurs pro- 
prietes se d^rouler avec une nettet^ merveilleuse. Nous sup- 
poserons une fois pour toutes que les fonctions dont nous 
aurons k nous occuper n'ont pas de points essentiels a distance 
finie. 

II. — Premier theor^me d'Arithmetiqne. 

Etant donnes deux nombres quelconques a^ et a^, on 
peat toujours trouver des entiers m, et m^, tels que 

nil ^i ■+■ /WjOj <1 2, 
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6 designant iin nombre donne aussi petit que Von veutj 
maisfixe. 

En efTet, divisons a\ par a^^ soient |jL| le quotient et aj le 
reste, moindre en valeur absolue ou tout au plus ^gal a — ; 
divisons a^ par as, soient [jl2 le quotient et a^ le reste, moindre 
en valeur absolue ou tout au plus dgal k -^> etc.; on aura 



d^ou I'on tire, en dliminant ^3, a,,^ . . ., a/,, 

ntiUi ■+• m^ax = a/1+1, 
mi et mo designant deux entiers ; or aj -< — > ^4 <C ~^> • • • ? 

done as < ^^ ^^ <7' • • •» ^"+« < .:i>ll' ^«+« P^"*^ ^^"^ 
^tre suppose aussi petit que Ton veut, ce qui d^montre le 
th^or^me 6nonc^. 

Dans les Traites d'Alg^bre on d^montre aussi ce theor^me 
au moyen de la tli6orie des fractions continues. 

III. — Second theoreme d'Arithmetiqae. 

Si I'on considdre les quantitds 

I a;,-Hi = ai mi H-aj/?ij -+-... -h art/n„, 

'" j 

I ^/j-+-i = /i/yii-H /2mjH-...H- //,/nrt, 

au nombre de n — 1 , a^ , ^2, • • • , cifi, . . . , /| , , . , ^ In desi- 
gnant n{n — i) quantites quelconquesy on pourra toujours 
choisir les entiers ni^^ niz, . . . , m^, de telle sorte que I'on 
ait d lafois en valeur absolue 
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Pour le d^monlrer, nous observerons que le lli^orfeme 
^noiic6 vient d'etre ^tabli en supposant les quanlit^s an+iy 
^/i+i9 • • • r^duites ^ une seule. Supposons done le th^or^me 
(l^montre pour toules les valeurs de n inf^rieures k un entier 
donn^ que nous appellerons n, et cherchons a Tetablir pour 
le nombre n lui-m^me. Comme il a lieu pour /i = i, il sera 
d^montre d'une facon g^n^rale. 

L^une des quantites / au moins devant ^tre diff^renle de 
z^ro pour que le theor^me ait lieu, supposons /;,^o : nous 
lirerons du systfeme (i), en ^liminantm,^, 

D'apres notre hypoth^se, on pourra loujours choisir les n — i 
nombres entiers m,, 7/22, . . ., nin^t^ de maniere a satisfaire 
aux n — 2 conditions 

(2) cifi-hi — '«-4-i -/— > ^rt+il — ^n+i -f-y . • • <C '^» 

desiguant un nombre aussi petit que I'on voudra; d^un 
autre c6t6, on pourra, quand cela sera fait, determiner rrin 
de maniere que Ton ait (en valeur absolue toujours) 

-T— ou J- mi-H y- /n|-h...-+- -^— /?irt_i4-m;,< -; 

'/« ^n 'n ^n ^ 

il suffit pour cela de prendre pour m,i Tentier qui sc rap- 
proche le plus de 

mais alors les formules (2) donneront 

2 2 
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0, 6', ... d^signant des nombres compris entre — i et + 15 
on en d^duira 

^/t+i <C 5 •^- ^ — > ^«+i <C § -f- 6' — 9 .... 

1 2 

Mais, 5 ^tantaussi petit que Ton veut, on volt que Ton pourra 
toujours faire en sorte que Ton ait, sinoii 



2 
au moins 






2 2 



ou, ce qui suffirait pour notre objet, 

si Ton voulait ne pas accorder cette derniere consequence. 

Ceci pos^, on pourra toujours determiner les nombres 

entiers m[^, m!,, ..., /w^+,, de telle sorte que, si Ton fait 

«/i+S = ni't «! -r- /^ 3 fits -+-••• -+- r^'n «« ■+• f^'n^i <^/i-4-l, 
) 

on ait ««+2<l3^«+«j ^/i+2 <C 3 ^«+2j •••! cela fait, on 
pourra, en posant 

*f * If 

an-hi = /W3 as -h . . . -4- m„+2 ^»+i> 

. , . # y 

faire en sorte que a„^.3 < x a/i+2j 6„+3 < ^ 6/1+27 • • • , et ainsi 

de suite. Or les nombres a,/+i, a/1+2, <2//+3, • . • decroissent 
plus rapidement que les termes de la progression dont la 

raison serait 5; ils tendent done vers z6ro, et Ton peut poser 

pour i suffisamment grand 
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Or a„^i est une fonction lin^aire a coefficients entiers de <3r,, 
^2, . . . , a/,; de meme a«+2 est une fonction lineaire a coef- 
ficients entiers de a^j a^, ..., a^i+i, c'est-a-dire de ai, 
^2} ' " 9 CLny et ainsi de suite; on pent done poser 

a/ = Ml ai -4- M J aj -f- . . . -f- M^ a„, 



/, = Ml /i 4- M2 /i -h . . . -h M« ^,1, 



M|, M2, .-., Mm d^signant des entiers et a/, 6/, ... des 
quantit^s moindres que e, ce qui ach^ve la demonstration du 
lyor^me ^nonc^. 

Mais, avant de tirer des consequences de notre iheor^me, 
faisons observer qu'il pourra arriver que Ton ait a la fois 
plusieurs relations, telles que 

/Ml ci\ -f- nifCii -^. . . -4- m,i(i,i •= o, 
(3) { mi^i -H m,^, -+-. . .-i- m,j6,i = o, 



il est facile de prouvcr alors que ai, a^y . . . «//, s'expriment 
en fonctions lin^aires a coefficients entiers de n — i autres 
variables; pour faire cette demonstration, on pourra sup- 
poser les a reels ou imaginaires de la forme a + p y/ — i . 

Soient en efiet m'^ le plus grand commun diviseur de m, 
et de/n2 et [jL|, [Xa les quotients de m^ et m^ par m\^ : on pourra 
remplacer la premiere formule (3) par 

( [jLi «! -f- [Xs tii ) 7?2 2 -^ . . . -h nin a„ = o 

ou bien, en posant 

(4) Ixiai-hjAja, = ct'2, 
par 

(5) m 2 a', -t- ms as -+- . . . m,i a^ = o. 

D'ailleurs, jxi et [jl2 etant premiers entre eux, on pourra tou- 
jours trouver deux nombres entiers V| el V2, lels que 

jXiV, — Vi|A2 = I, 
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et, en posant 



via,-4-v,a, = a\, 



Jes valeurs de at et ^2 tiroes de celte Equation et de (4) 
seront des fonctions lin^aires k coeflicients enliers de a\ 
et a\] mais, par un proc^d6 analogue, la formule (5) se 
ram^nera a la forme 

m 3 a J -f- m^ a^ -f- . . . -4- ntn an = o. 

D'ailleurs a^ et aa seront fonctions lineaires et a coefficients 
entiers de a, et d'une autre quantite a^ ; or a^ et ^2 ^talent 
fonctions de a\ et de a^, lineaires et k coefficients entiers, 
done ai, a^ et a^ sont fonctions de m^me nature de a\^ a\ 
et a,. En continuant ainsi, on arrive k la formule 

ct at, ^2, tZ3, » . , ^ an s^expriment en fonctions lineaires et a 
coefficients entiers de a\, a'j, . . . , a]^_^ et de a„. Or, a,^ ^tant 
nul, il en resulte que ^i, a^, . • .. an sont des fonctions 
lineaires et a coefficients entiers de a", , a^, . . ., a^_, et, par 
suite, ces quantit^s ne sont pas distinctes. 
D'ailleurs il est clair que, si Ton a 

on aura egalement, en appelant b\j 63, . . ., 6^|_|, . . . des 
nombres convenablement choisis, 



C. Q. F. D. 

IV. — Ce que Ton doit entendre par periodes distinctes. 

Quand une fonction admet une periode, elle en admet uue 
infinite qui ne doivent pas ^tre consid^r^es comme distinctes. 
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Supposons que Wi, (02, . . ., o)n soient des p^riodes de/(z), 
II est clair que Ton aura 

si mi, m2, . . . , nin sont entiers, et que 

/?ii wi -I- wj coj -t- . . . -T- m,i tUrt 

sera encore une p6riode. 

On dil que des p^riodes (Of^cos* • • • sont distinctes quand 
il n'existe pas entre elles de relation homogene, lin^aire et k 
coefficients entiers. 

Supposons qu'entre les p^riodes Wi, (O2, . . .' W/, d'une 
fonctiony(5) il existe la relation 

(i) mitoi-f- mjcoi-t-. . .-T- /M/iO);, = o, 

mi, /712, • • . designant des entiers non divisibles par un meme 
nombre; soit m^ le plus petit d*entre eux pris en valeur 
absolue. Soient ^2? qzt • • • ct ''2> ^3j • • • l^s quotients et les 
resles de la division de m^j /W3, ... par m^, (i) pourra 
s'^crire 

mi<i>iH-(mi5'2H- r|)a)i-4-(7niy3-{- r3)t08-f-. . . = o 
ou 

(2) miT3|H- rjWj-f. . .-4- r^cOrt = o, 

en posant 

W| d^signera alors une nouvelle p^riode, et il est clair que w, 
estunefonctionlineairedesnouvellesp^riodesTiT|,(02) ^3, .. . , 
w„ k coefficients entiers, en vertu de (3). Traitons F^qua- 
lion (2) comme (i), nous en deduirons une relation plus 
simple que (2), comme (2) ^tait plus simple que (i), entre 
de noavelles p^riodes tui, xs^^ 0)3, . . . , w,,, et 0)2 sera encore 
foDctionlin^aire, comme (0|, decesnouvellesp^riodes,etainsi 
de suite. Mais les Equations telles que (2) vont toujours en 
se simplifiant; les coefficients finissent par s'^vanouir, et Ton 
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voit que, finalement, (0|, to.>, ..., to„ sont des fonctions 
lineaires, liomogenes et a coefficienls entiers d'une m^me 
p6riode. A ce point de vue, les p^riodes consid^r6es ne sonl 
done pas distinctes. 

V. — Impossibilite de deux periodes avec an rapport reel. 

Une fonction monodrome et monog^ne dans toute 
dtendue du plan ne saurait possider deux piriodes 
distinctes avec un rapport reel. 

En effet, soient co et aw deux periodes de la fonction /(5) 
ayant le rapport r^el a : alors, ni^ et 7723 d^signant deux 
entiers, /?i| co -h moato sera une nouvelle p(5riode; or, a ne 
pouvant etre commensurable, sans quoi u) et au) ne seraient 
pas distinctes, car il existerait entre co et ao) une relation 
lin^aire a coefficients entiers, on pourra loujours choisir les 
entiers m^ et m2 de telle sorte que 

nil -f- m^a < e 
et 

mod ( /7ii oj -^ /Tij a 0) X mod eoj ; 

la pdriode /?2| w -j- m2a(o peul done ^tre prise aussi voisine 
de zero que Ton veul, et alors, en I'appelant a, on aurait 

z designant un point quelconque. 

Or, si la fonction f{z) est syneclique autour du point :;, dans 
un contour fini trace autour du point z^ I'^quation 

aurait une inflnit6 de racines, a: = a, 2a, 3 a, . . . , ce qui est 
impossible. 

VI. — Impossibilite de trois periodes. 

TntoREME. — Une fonction monodrome et monogdne ne 
saurait avoir plus de deux periodes distinctes. 
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En efTet, soient (o,, 0)2, (O3 trois periodes distinctes de la 

fonclion /( s) : alors, /Wi , m2, /Wa d^signant trois entiers quel- 

conques, 

mi (1)1 -!- TWj loj -+- m3 0)3 

sera une nouvelle periode, car celle quantil^ ne saurail s^an- 
nuler, u)|, coj, 0)3 ^tant des periodes distinctes; soient 

to, = aiH-6iV^ — I, coi = aj -H 6j /— 1 , 0)3 = as -+-63/ — i, 

a^ = mi aj -+- mj at -+- m^ a^ , 
6; = mi 61 -4- mi 6j -I- ms 63 ; 



la nouvelle p^riode sera egale ^ a^ 4- 64 y^ — 1. Or on peul 
toujours rendre (p. 218) aj^ et 64 moindres qu'une quantity 
donnee, en choisissant convenablement mi, 1712, m^; le mo- 
dule de la nouvelle periode pouvant ^tre alors pris aussi 
petit que Ton veut; en d^signant cette periode par a, on 
aurait /(;;) :=/(2 + a) =/(3 H- aa) =. . . et Tequation 
f{z)=/{z -\- x) aurait dans le voisinage du point z une 
infinite de racines a: = a, 2a, 3a, .... La fonction /{z) ne 
saurait done ^tre synectique autour du point z. 

c. Q. F. D. 

Nous verrons, au contraire, qu^une fonction non mono- 
drome peut poss^der plus de deux periodes distinctes et 
mime un nombre quelconque de periodes. 

VII. — Periodes elementaires. 

£tant donnee une fonction monodrome et monog^ne dou- 
blement p^riodique/(z) aux periodes w et w, on peut toujours 
supposer qu'il n'existe pas de periode Q qui ne soit de la 
forme mo>4-/ic7, m el n d^signant deux entiers, car Q ne 
saurait dtre distincte de w et tu; done il existe des periodes 
lelles que toutes les autres soient fonctions lin^aires et k 
coefficients entiers de celles-ci. De telles periodes sont ce 
que Ton appelle des periodes elementaires. 

II existe une infinite de syst^mes de periodes Elementaires : 
L. — Traite d' Analyse, IV. i5 



1 
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en efiety soient co et tst un syst^me de periodes ^l^mentaires ; 

deux autres periodes 

ai'= ao) -+- bm, 

m' = a'w-+- b'm, 

a, 6, a!, b' d^signant des entiers, formeront un syst^me ^16- 
mentaire^ s'il est possible d'exprimer tj et m en fonctlon 
lin^aire et k coefficients entiers de u)' et w'. Pour qu*il en soit 
ainsi, il faut et il suffit que ab^ — ba'^ ± i, car ab' — ba! 
ne saurait diviser k la fois a, b, al ^ V \ en efiet, a, 6, a', V 

ayant un facteur commun a, — et — seraientdes periodes qui 

ne pourraient pas s'exprimer sous forme lin^aire a coefficients 
entiers k I'aide de w' et lij'. 

Th^oeeme I. — Deux par alUh grammes iUmentaireSy 
dest'd'dire ayant pour cdtis des periodes iUmentaires, 
sont iquivalents. 



En efTet, soient x -hy y/ — i et a^'+y'y/ — i deux periodes 
^l^mentaires, 

a{x -hy v^— i) ■+■ b{a/'hy'^—i) 
et 

a'{x -hy ^^) -i- b'{x' -^ y ^^) 

deux autres periodes ^l^mentaires. L'aire du parall^logramme 
de ces derni^res periodes est 



ax-^bx' ay -\- by' 








a'x-h b'x' a'y -4- b'y 






= -+- 


a b 
a' b' 




X 

x^ 


y 


= H- 


X y 

x' y 



ce qui d^montre le th^oreme. 

Th^oreme II. — Dans deux par alUlo grammes iUmen- 
taires, la fonction f{z) passe le meme nombre de fois par 
une valeur donnie. 

Le theor^me est Evident pour deux parall^logrammes ^le- 
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mentaires ayant un cdt^ commun, vu quails se composent 
d'une par tie commune et de deux parties ^gales, dans I'int^- 
rieur desquelles la fonction acquiert manifestement des va- 
leurs identiques. Pour d^montrer le ih^or^me, il suffira 
d'^tablir que Ton pent passer du parall^Iogramme ayant 
pour cdt^s (i> et cof au parall^logramme ayant pour cdt^s 
m et CT, , au moyen de parall^Iogrammes interm^diaires ayant 
chacun un c6l6 commun avec celui qui le pr^c^de et avec 
celui qui le suit. 

Soient done u) et (Oi un syst^me de p^riodes Equivalent au 
syst^me m et rsTf, en sorte que 

ta = aio) -!-a<i>i, 

lUi = 6tco -4- buii, 

abi — ba\ = 11: i. 

Pratiquons sur a et at FopEration du plus grand commun 
diviseur et posons 

b = biqi'{-bty bi= btqt-^biy ..., ^n-i = ^/i^/i-t-^/n-i, 

Dous aurons 
w = at CO} -haitoi, en posant toj = o) +^i(Oi, 

T3| = ^jtOj -—63(1)2, 

xa = 03(0* -+-a4U>3, 0)4= (Of +^30)3, 

» I 

nj -- antHn+l ■+• «/n-l W«? tUu+i = W;»_i -h yaU),i, 

©1 = bn Wyn-i -}- bn-^i tO/|. 

OrPopErationdu plus grand commun diviseur conduisant k un 
resle nul, on peut supposer a^,^, =o. De plus, a et a, Etant 
premiers en treeux, sans quoironn'auraitpasa6| — 6ai = ±: i, 
il faut que a/i = i ; enfin on a 

a^i — 6ai= — (at^j — ^tai) = -\- {aib^ ^ b^a^) = . . . ; 
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done b,i^i = I en valeur absolue, el Ton voil que Ton aura 

w = to„4.i, mi = =h CO /I -f- b„ co^+i, 
u>„+i = a>rt_i-4-^«uirt, ..., CO, = to 4- ^itoi, 

ee qui d^monlre le iWor^me. 

VIII. — Proprietes generales des fonctions k deux periodes. 

Avant de nous inquieter de savoir s'il existe des fonctions 
monodromes et monog^nes poss^danl deux p^riodes, nous 
etudierons a priori les propri^l^s dont doivent jouir ces 
fonctions, si elles existent; ces propri^t^s, connues, nous 
guideront dans la recherche des fonctions en question. 

TflfeoREME I. — L'integrale d^une fonction doublement 
piriodique le long d'un par allelo gramme des periodes 
est nulle (*). 

En effet, le long des c6t6s opposes du parall^logramme, la 
fonction reprend les mdmes valeurs; mais, comme ces cotes 
sont parcourus en sens inverse, les integrales partielles rela- 
tives k ces c6les se d^truisent. c. q. f. d. 

Ge th^oreme fondamental est de M. Hermite. 

Th^oreme II. — Une fonction doublement periodique 
a au moins deux injinis dans chaque par allelo gramme 
des piriodes. 

En effet, en vertu du th^or^me pr6c^dent, son r^sidu est 
nul, ce qui ne pourrait avoir lieu si elle ne poss^dait qu'un 
indni. 

Th^oremeIII. — Dans chaque paralUlogramme lafonc- 



(*) II nc sera question dans ce qui va suivre que de fonctions mono- 
dromes et monogdnes, ce qui nous dispensera de r^p^ter sans cesse ces 
adjectifs; nous les supposerons dgalement sans points essentiels k distance 
finie. 
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tion doablement periodique f{z) passe par lous les itats 
de valeurs, autant de fois qu'elle passe par VinfinL 

En effet, le r^sidu etant pris a Tinterieur du parail^lo- 
gramme, on a 

n d^signantle nombre des z^ros etvceluidesinfinis de/(5); 
mais, en vertu du ih^or^me I, 

car ~^ est doublement periodique, done /2=:v; mais la 

fonclion doublement periodique /(s) — a a les m^mes infinis 
que/(^); done le nombre de ses z^ros est n, done enfin/(5) 
passe n fois par la valeur a. 

Nous appellerons ordre d^ une fonction doublement perio- 
dique le nombre dMnfinis qu'elle poss^dc dans un parallelo- 
gramme des p^riodes. 

Th^oheme IV. — La somme des valours de la variable z 
pour lesquelles unefonction doublement periodique prend 
une meme valeur dans un mdme parallelogramme des 
periodes est constante. 

En efTet, consid^rons les valeurs de z pour lesquelles on a 

f{z)=za ou /(-3)— a=o, 

f{z) d^signant une fonction a deux periodes, Tint^grale 






est egale k la somme des z6ros diminu^s de la somme des 
infinis At f{z) — a; soient done (x la somme des infinis de 
f{z), el s la somme des valeurs de z pour lesquelles/(-s) = a^ 

on a 

zf'iz^dz 

= S — fS, 



1 r zfiz^dz 
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Soient u) et o)' les p6riodes de/{z), Tintegrale pr^c^dente 
^taht prise le loDg d'un paralUlogramme de cdt^s u), (o', nous 
pourrons ^crire, en appelant Zq un point quelconque, 

mais/(^ 4- iii)'=f(^z)^f{z + {o')=/(^z), . . . , done 

_L_r_ r-\'A') d,^ r^\fi£i-a.'\=s-. 



2 
OU 



7= W logs^-^? : to log:^— iTT =5 — 5; 



mais/(zo-i- co')r=/(5Q), done 



I 



(cologi — (D'logi) = s — a; 



27: / — I 
mais log! est de la forme 2 miry/-— i, done 



s — 9 = mui -h m'u)', 



m et m! d^signant deux entiers. On a done 



5 =2 ff. 



Le signe ^ sera d^sormais employ^ pour exprimer une 6ga- 
lit^ dans laquelle on neglige des multiples des p^riodes. 

CoroUaire. — La somme des z^ros est done egale k celle 
des infinis quand on neglige les multiples des p^riodes. 



IX. — Des fonctions anziliaires. 



Nous allons maintenant chercher k former de toutes pieces 
des fonctions poss^dant deux p^riodes ; de telles fonctions ont 
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leurs z^ros et leurs infinis r^guli^rement distribu^s dans le 
plan, et on pent les consid^rer comme des quotients de fonc- 
tions ayant leurs zeros r^guli^rement distribu^s, mais ne de- 
venanl infinies que pour des valeurs infinies de la variable 
(t. Ill, p. 871). Voyons si de pareilles fonctions existent et 
cherchons k les former. 

Soit 6 (x) une fonction toujours synectique, ayant ses zdros 
r^guliirement distribu6s dans le plan, comme ceux d'unc 
fonction k deux p^riodes co, xs. Si I'on d^place parall^lement 
a lui-m^me le parallelogramme des p^riodes, il devra toujours 
contenir le mfime nombre de z^ros et, par suite, I'int^grale 
suivante prise le long du parallelogramme en question 



iw 1/ — \J 



yCriJ Hx) 



dx 



devra etre toujours ^gale au m^me nombre entier quel que 
soit le point de Zq par lequel on fera passer Tun des sommets 
de ce parallelogramme. Int^grons done le long du parall^lo- 



Fig. 10. 



x« x«+(i> 



gramme ayant pour sommets a:©, ^0 + w, j;© + w + w, ^0 H- ^ 
{fig- 10) et dcrivons que le r^sultat est ^gal k I'entier e, quel 
que soit Xq ; nous aurons 



7 L0(*; 0(a;+a>)J * 



On satisfera a cette Equation en posant 

0(a:4-aj) e(j?)"^' e(a?-t-w) ^(a?) "" ' 
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les constantes a el b satisfaisant k la relation 

(i) ars — 6ai=2'7CiV — '» 

si Ton int^gre les Equations pr^c^denles el si Ton passe des 
logarithmes aux nombres, on trouve 

I 0(2? -hw)= 6(37 ;e*'+*', 

a' et b' d^signant de nouvelles conslanles. Les fonclions qui 
satisfonl aux formules (i) et (a) el qui oat leurs z^ros dislri- 
bu^s comme ceux des fonclions k deux p^riodes sonl ce 
que Ton appelle des fonctions auxiliaires ( * ). 

Si Ton connaissail des fonclions el Q| salisfaisanl k ces 

formules, il est clair que ^ serail doublemenl p^riodique el 

poss^derait les periodes co et w; occupons-nous done des 
fonctions auxiliaires. 

Quand on change j: en a: -j- w, la fonclion e^'+^-^<^ sc 
Irouve mulliplit^e comme la fonclion par une exponentielle 
dont Texposant aAwj? + B to + Aco^ est lineaire; si done on 
pose 

2A(o-4-a=o, Aai*-t-Bco-Ha' = o 
ou 



a ^ a a' 



(3) A = — — , B=- — -, 

20ti 2 (U 

la fonclion 
sera telle que 

/(ar-+-ai) = 6(ar-4- (o)eAijr-»-w)«+^(jr4-<oj-t-C 
OU 

/(x -4- tii) = e(ar)eA'*+B-'-»-c =f(x). 



{*) M. Hermite appelle aussi cos foDctions doublement p^riodiques de 
Iroisi^me esp^ce. 
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On a easuite 

ou, en vertu de la seconde Equation (2), 

g el h desi'gnanl les conslanles 

Rempla^ant b par sa valeur lir^e de (1) et A, B par leurs 
valeurs (3), on trouve 

2 it: / — I ^ 



ff 



CO 



la quantite h depend de la cooslante arbitraire b', si bien que 
Too a 

//(ar-+-w)=/(x), 

(4) _*W=r 

I /(x-^m)=f{x)e ^ 



.X-¥-h 



On voit done que T^tude des fonclions est ramenee a 
celle des fonclions salisfaisant aux relations 

(5) J JilZyT^ 

' e(x-\-w) = e(x)e «- ^'"^^ 

qui ne difi^rent de (4) que parce que Ton a mis la constante h 
sous la forme — ^^^v — ^ ^^ 



90 



L'^tude de la fonction sera plus simple que celle de la 
fonction 0, parce qu'elle renferme moins de param^tres, et 
aussi, surlout, parce qu'elle poss^de dej^ une p^riode w. 

Deux fonclions auxiliaires qui ont les mSmes zeros ne 
peuvent differer que par unfacteur de la forme e^^'^^'^' 
dans lequel A, B, G sont des constantes. 

Soient, en effe t, 9 (x)etO|(j?) les deux fonclions en question : 
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si elles ont les m^mes z^ros, elles ont aussi les mdmes p6- 
riodes w, xs, et Ton a 

6 (a? -4- w) = (a:)c«-»^-»-* 
e (a7-4-t5)=e (ar)c«'*+*' 
e, (a: -i- u>) = Oi (a7)e»'-^P 

on coDclut de la premiere 

rflog6(a7-i-a)) __ rflogO(a?) 

cLc dx ' 

rfMog6(a?-H(i>) _ rf*logO(ar) 

et les fonctions f } > 5 J ^ sont doublement p6- 

ax^ ax* * 

riodiques, leur difF^rence est done doublement p^riodique; 
mais Q(a:) et Q|(a;) ayant les mSmes z^ros et pas dHnfinis ne 
peuvent difKrer que par un facteur exponentiel e^^^\ oil <f{x) 
repr^sente une s^rie ordonn^e suivant les puissances de x, 
c'est-^-dire une fonction toujours finie, excepttS pour a; = oo. 

Or la difference 

d*\og^(x) rf*log6, (a?) 
dx* dx* 

est ^gale ^ ^"(^); cettc fonction est doublement periodique 
comme 9(0:) et a ses infinis, c^est-^-dire ne devient jamais 
infinie; done elle se r^duit k une constante 2 A, done o{^x) 
est bien de la forme ^( J?) = Aa?* + Ba; -^- G. 

C. Q. F. D. 

X. — D^TOloppement des fonctions anxiliaires. 

Nous voil4 done ramen^s a trouver une fonction satisfaisant 
aux equations 

(1) e(a:H-w)=e(a:), 

(2) e(x-t-iiT) = e(a7)c sr-^*^*^*. 
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La fonction 0, devanl £tre syneclique dans toule I'^tendue 
du plan et devant posseder la p6riode co, si on la compare k 

-^^— — jt* 

la fonction z:= e ^ , sera une fonction synectique de 
celle-ci; car, quand on se donne z,x b. une infinite de valeurs 
delaforniea:4- 'WW, md^signantunentier; 6(a:) = 6(j? + mo)) 
n'a alors qu'une seule valeur pour chaque valeur de z et Ton 
ponrra d^velopper 8(a:) suivant les puissances ascendantes et 
descendantes de z ; posons done 



n = — «> 



y(/i) ,— 
en faisant A„ = e *** ; on a alors 



e(^) = 2«^''""""" 



En vertu de (2), on doit avoir 



tic /-I Jlt/^ 

\nJM-nTJ-i^{n)] '^ — —— [nx-htp{n)-'ix~ic] 
— C 



— [fUM-nVJ-hOin)] V^ 



Jlt/^ 

en 6galant les coefficients de e ^* , on a 

ntsu- <p(n)= ^(/n- t) — ic 
ou 

<p(n-+- 1)= ^(n)-4- niiT-i- tc; 
on en d^duit 

<p(n-+- 21)= tC'^ -+-0"^('*"^ i)^-*" *^» 
• • » 

<p(/i-f- |Ai)= ©(/iH- [X — I *)-T-(/i-4- [XI — i)ro-h tc, 
d'odPon conclut, en ajoutant, 



• • 



^(/l-f- |Al)= (p(/l)-f-t5 5- |A-+- jAtC. 
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Ainsi; ?(^)» ?(0» • • -9 ?(' — reslenl arbitraires et, en fai- 

— r; — 9^"^ A • 11 

sant e ^ = \„, on voit que 1 on pent poser 

I e(ar) = Aoeo(:r)-t-A,e,(ar)-h...-hA/_,e/_i(j:), 

La fonction Q,{{x) est bien determinee, car la s^rie qui la 
repr^sente peut loujours 6lre suppos^e convergenle. En 
effet, la racine [jl*'"*° du terme general tendra vers z^ro pour 



.r. 



|jL=:oo, pourvu loutefois que la partie r^elle de soil 

negative, ce que Ton peul loujours supposer en changeant, 
si Ton veut, le signe d*une p^riode. 

En resume, les equations (i), (a) admetlent une solu- 
tion renfermant i cons tantes arbitraires, et les fonctions S 
quiont i zeros dans le par allelo gramme des periodes,fonc- 
tions que nous appellerons fo notions auxiliaires d^ordre i, 
sont liniaires et homogenes de i d^entre elles, 

Ce ih^oreme est encore vrai pour les fonctions 6 plus g^ne- 
rales. Soit, en effet, 

e(a:-hm) = e(ar)e''*-^^', 
am — 6w == iT^i\J — i ; 

si, pour ramener la fonction 9 aux fonctions 0, on pose 

on trouvera 

(x)= Aoeo(^)-+- AiOi(a~)... A/-iei-i(a:), 

et par suite on voit que : 

Toute fonction d'ordre i est une fonction liniaire et 
liomogene de i d'entre elles. 
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Celle propri^te est fondamenlale. 

Avant dialler plus loin, nous feroos observer qu'il exlste 
des foDCtions d'ordre z^ro et que ces fonclions sont de 
simples exponentielles ; en effet, les fonclions d'ordre z(5ro 
doivent satisfaire aux relations 

e{x-^w) — e(x). 

La fonction d'ordre un, restant finie dans le parallelo- 
gramme des p^riodes el poss^dant les deux periodcs (o, m, 
doit se reduire a une conslanle, et par suite (l(^) est de la 
forme 

G d^signant unc quantile independante de x. 
Les fonclions du premier ordre sont de la forme 

a = — •. 



XL — Snr les racines de 0(j7)= o. 

Consid^rons la fonction d^finie par les Equations 

( 0(j:-f-cij)= ^{x)e^^-*-^', 
I e(a7-i-Tn)=6(a7)«A'-»-**, 

aw — boi = liiz y — i . 

La somme s des racines contenues dans un parall^logramme 
des p^riodes w, xs est donn6e par la formule 






rinlegrale ^tant prise le long du parallelogramme. Celle for- 
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mule peut s'^crire 

or, en vertu de (i), 

on a done 

f -^ oj 4-aa7-i-ato) jd!r — / l-^w-^bx-^bxsjdx 

ou bien, en integrant, 

(2) aic^v^— I = ci)logr^ — ^logg-T-^ -+-a e> \-(a — o)tdw. 

Mais 

, 6(0)) , / 

/n et /t d^signant deux entiers; la formule (:&) donne alors 
air^v — * = <«>^ — roa-f-a b h(a — o)<i)?3 -H... 

2 2 

et, en n^gligeant des multiples des p^riodes, 

2 IT / — 1 \ 2 2 / 

Dans le cas particulier ou Ton a 



e(a7-hw) = e(a7), e(a7-htiT) = e(j7)c ^ 

a = o, a=o, 6 = v — 1, ^= c/— 1, 

u> Cl> 



il vient 

(3) 5siY^-c-hmj 
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XII. — Formation des fonctions anziliaires et doublement perio- 
diques admettant des zeros on des infinis donnes. 

Th^oreme 1. — Ilexiste unefonction auxiliaire d^ordre i 
possedant dans chaque par allilo gramme des periodes (o, 
Tij, des ziros donnas. 

En efTet^ toute f one lion auxiliaire d'ordre i est de la forme 

si Ton pose 

o(a,) = o, <p(a,) = o, ..., <p(a/_i) = o, 

on aura i — i equations permeltant de calculer A^ Aj, . . . , 
A|_, en fonclion de Aq, par exemple. Si Ton pose encore 

cp(ao) = o, 

celle formule permettra de calculer la constante d^sign^e 
lout a I'heure par c, au moyen de la formule (3) du para- 
graphe pr^c^dent 



./a> 
* ou a© -t- ai -4- . . . -f- a/_i ^i{ c-\-ts 



)■■ 



la fonction auxiliaire <p aura alors les i z6ros ^o, . * . , ai.i et 
coDtiendra encore un facteur constant arbitraire. 

Th^oreme II. — // existe une fonction doublement 
piriodique d'ordre i possidant i ziros donnes a©, ^i , . . . , 
fli-i et i infinis donnis bo, 61, ..., 6|_i, dans chaque 
parallelo gramme des piriodes que Von peut se donner 
arbitrairementy avec cette restriction toutefois que les 
zeros et les infinis doivent satisfaire a la relation 

En efiet, soit <p une fonction auxiliaire d^ordre { possedant 
k I'int^rieur de chaque parallelo gramme des periodes (o, m 
les I z^ros ^0,^1, . . ., a/_i ; cette fonction existe et elle est 
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determin^e k un facteur pr^s. On peut former une autre 
fonction ^ aux m^mes periodes r^pondant k la m^me con- 
stante c et possedanl, outre les ziros &«, 62, ..., 6/.1, un 
autre zero 60 ? ''d que 

ao -I- «! -4- . . . -h a,-! — 60 -4- 6| -}- . . . -+- 6/_i ; 

alors le rapport y a ^videmment pour periodes w, cj, pour 

z^ros a©? ^M • •• ) ^/-< ^'^ pour infinis feo? ^ii • • •? ft/-i« [On 
pourrait craindre que les Equations ^(ao) = o, o(rt|)=o, ... 
fussent ind^terminees ; mais cela n'est pas possible, parce que 
Ton sait que deux fonctions doublement periodiques qui ont 
les m^mcs z^ros et les mSmes infinis sont ^gales a un facteur 
constant pr^s.] 

ThAoreme III. — A Vaide d^ une fonction auxiliaire du 
premier ord re y on peut former toutes les fonctions auxi- 
liaires d^ordre i. 

Soit, en effet, 6(x) une fonction du premier ordre nuUe 
pour ^ = o : la fonction 

s*annulera pour x = ao, a^, ..., a,_i ; de plus, elle sera 
d'ordre i. En effet, si Ton a 



0(a7 + w)=e(ar), e{a:-+-T3)=e(ar)e " ^'*"^* 
on aura 

o(a7-+-a))=(p(a:), 
/ V / \ — (ix-»-/c-/r«— ...— rt|_.|) 



f 



ou, si Ton veut, 



(x *-Cj 



<p(a:-+-ro) = cp(a7)e «»> 
en posant 

P _ gp -H ^t "^ ' • ' ~^- ^i-l 

Ce th^orfeme nous sera bient6t utile. 
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Th^oreme IV. — A Vaide d^une fonction doublement 
periodique du second ordre, on peut former toutes les 
fonctions d' ordre i aux mimes piriodes. 

En effet, d'abord au moyen d*une fonction du second 
ordre /(j:) poss6dant les z^ros a<, a^ el les infinis ai, Aj, tels 
que «! -h aa ^ «! + a2, on peut former une fonction du se- 
cond ordre poss^dant les zeros 6{, b^ et les inGnis ^i, ^2, 
tels que 6| + 62^ PiH- ^2- Ei^ effet, soit a\-\- a^=:-s : la 
fonction suivante, ou A est constant, 

^ /(a:-4-j)— /(&!-+- ^) 

n'est plus infinie pour j; = a< ou jj = aa, mais elle admet le 
z^ro x=^b\ et Finfini a? = ^i ; mais on peut disposer de 5, de 
telle sorte que/(62 -f- 5) z=if(J)^ -H ^); il suffit pour cela que 
6i-t- 62-+- 25^ ai + «2; la fonction consid^ree aura done 
les zeros b^^ b^j Tinfini ^1, et par suite un second infini ^2, 
tel que 

Maintenanty soit F| (^) une fonction du second ordre ayant 
pour z^ros a 1, 6|, pour infinis ai,a2, tels que (Zf +6{ ^ai +^2^ 
soit F2 une fonction admettant les z6ros a^ et 62 et les infinis 
aj et 6,, etc.; soit enfin Frt(^) une fonction admettant les 
z^ros an-\ et ba et les infinis 6«_< et a;,. Consid^rons le 

produit 

/(a?)=Fi(x)F,(a:)...F„(a?); 

il sera doublement periodique, si toutes les fonctions F|, 
Fj, ..., ce que nous supposerons, ont m^mes periodes; en 
outre, il s'annulera ^videmment quand on supposera 

ar = ai, at, ..., a»_i, bn 

et deviendra infini pour ^ = a4, ..., a;,. La quantity bn 
seule ne peut pas ^tre choisie arbitrairement, mais on doit 

avoir 

at -h Of -i- ... -4- a^-i -+- 6n ^ at -f- Kj -f- ...-+- an. 

C. Q. F. D. 

L. — Traite d'Analyse, IV 16 
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XIII. — Inyersion d'nne integrale elliptiqne de premiere espece. 

SoitU un polyndme du quatri^me degr^ en u : consid^rons 

I'lntegrale 

r" du 

Galculons ses p^riodes to, m\ soiento e\.s les zeros de la fonc- 
tion inverse, a et ^ les infinis, on a |3 = 5 — a ; car on sail qu'a 
chaque valeur de u correspondent, k des multiples des p^riodes 
pr6s, deux valeurs x el s — x Ae x. Consid^rons la fonction 
f{x) doublement periodique, possedant les z6ros o, 5, les 
infinis a, ^ et les periodes o), xs que nous avons appris a 
former au paragraphe pr^c6dent. Soit enfin 



'" du 

75 



/(r^)-F<„, 



F(m) est monog^ne et continue, elle est aussi monodrome; 
en effet, a chaque valeur de u correspondent une infinite de 
valeurs de Tint^grale x^ a savoir 

qui donnent kf{x)\di m^me valeur et par suite aussi aF(M); 
done F(w) n'a qu'une seule valeur pour chaque valeur de u. 
Pour u = cc^ ^ = a ou ^ et/(a;) = oo, done F(m) = oo; 
du resle, si u est fini, x est fini et, par suite, F(m) est fini; 
F(w) ne peut ^tre nul que pour/(:r) = o, c'est-^-dire pour 
X'=:S ou o; alors w=:o. Ainsi F(w) n'a qu'un z^ro et un 
infini, a savoir 0,00; ce z^ro et cet infini sont simples, car 

F'(«)=/'(-)g =/'(-) ^. 

Or ^U est fini pour m = o (ou du moins on peut 6viter le cas 
ou U serait nul pour «^ = o); quant kf'{x) il n'est pas nul, 
puisque ^q{x) et par suitey(^) n'ont que des z^ros simples; 
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pour prouver que Tinfini est simple, on consld^rera =r^^ — :• 

En r^sum^, F{u) a les m^mes z^ros et les m^mes infinis que 
la variable a; leur rapport A est done constant et F(w) r= u 
en choisissant convenablement A. 

II r^sulle de Ik que la fonction inverse de /{x) est Tint^- 
grale elliptique, et que par suite, reciproquement, Vini^erse 
d^une inUgrale elliptique est une fonction doublement 
periodique monodrome et monogdne, 

XIY. — Relations entre one fonction doublement periodiqae 

et sa derivee. 

Nous allons voir que, r<5ciproqucment, toute fonction dou- 
blement periodique du second ordre a pour inverse une int^ 
grale elliptique, mais nous allons g^n^raliser un peu ce 
th^oreme. 

Tnt^ORi^ME I. — Deux fonctions doublement periodiques 
u et r, dont les piriodes sont commensurables deux d deux 
et sont jdiri gees dans le m6mesenSf sont des fonctions alge- 
briques I' une de r autre. 

En effet, soient mioeinw les pdriodes de u, et soient m'w 
et n'm les p^riodes de i', m et n, m' et n' d^signant des nombres 
entiers. Soit [x le plus petit multiple de m et m', soitv le plus 
petit multiple de n et n : (jlco et ym seront des p^riodes des 
deux fonctions; le parallelogramme de c6i6$ [xw el vot con- 
lient |xv petits parallelogrammes de cdles co, tsj ; ^ chaque valeur 
de V correspondent ^ valeurs de Xy si i^ est d' ordre p, et a 
valeurs de u si u estd'ordre a; done a une valeur de v corres- 
pondent dans le parallelogramme (|i.w, vw), -^ -7 ^ valeurs- 
de X et de u, De m^me, k chaque valeur de u correspondent 
-~ - a valeurs de i'; done, comme les nombres des infinis de u 
ct 9 Tun par rapport a Tautre sont limit^s, u el v sont li^s par 
une relation du deerre —^ en u et — en v. 
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• 

Supposons que v = u' soil la d^riv^e de u : les fonctions u 
•el if ont le m&me parall^logramme, mais u' est d'ordre plus 
6lew6 que u, Supposons u du second ordre, i/sera en g^n6ral 
du quatri^me ordre (il serait du troisieme, si u avail un infini 
double), parce que les infinis de w' sont ceux de w avec un 
degr^ de multiplicity plus ^lev6 d^une unit^; la relation qui 
lie u k u! est done du quatri^me degr6 en u et du second en uf. 

Soil 

Uoa'*-+-Uiw'-i-U, = o 

cette relation, Uo, U|, U2 ^tant du quatri^me degr^ au plus. 
Mais u' n'est jamais infini que pour w = 00 ; done Uo est ind6- 
pendant de u : on pent supposer Uo = i- En second lieu, la 
somme des valeurs de la variable x pour lesquelles u est 
donn^ est constante ; done, si Ton appelle Xi et X2 ces valeurs, 
on a 

du du 
ou 



done 



I I _ 



- =0 ou Ut = o; 

done enfin la relation qui lie une fonction doublement p^rio- 
dique du second ordre a sa d^riv^e est 

m'« 4- U, = o 
ou bien 

-7^ = /A a* -H B a» -f- C a» -r D tt -h E. 

CLX 

Ce fait a 6t^ ^tabli par M . Mdray. 

XY. — Les fonctions anziliaires de Jacobi. 
La fonction sna:, inverse de I'int^grale 
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a pour p^riodes 4K. et 2K! ^ — 1, Ket K' ^lant donnas par 
les formules 



Ses z^ros sont o, 2K, ses infinis K'y/ — i el 2K 4- K'y/ — 1; 
elle sera done ^gale au quotient de deux fonctions auxiliaires 
que I'on pourra former de bien des mani^res, ayant pour p^- 

riodes 4K. et 2K'y/— 1, et s'annulant Tune pour j?=:o et 

x= 2K, Tautre pour x = K'y/ — 1 et :r = 2K + K' ^ — i . 

Rappelons que, si une fonction auxiliaire du second ordre 
salisfait aux Equations (p. 236) 

(i) I *7Cv/=n 

( e(x-f-nr) = e(a:)e " , 

ses z^ros a, ^ satisfont k la relation (p. 238) 

oil 

(2) a_^P = _2C, 

el 9 est une fonction lin^aire arbilraire ethomog^ne des deux 
fonctions 

(3) { *" = "• 

"^ — ^ — I(i|H-i)j>i-S(jLc+|x»crj 



Alors, si Ton prend w= 4K.7 w= 2K'v/ — i, aH- p = 2K, 

et 2C^ 2K, ou 2c= 2K-1- 2K'^ — I, les formules (3) de- 
viendront, a I'ordre pr^s, 

V ^^^ [(J|JH-1K3W-«|JLK+»K' /:i{M|M.l)] 
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Nous reprdsenterons la premiere expression avec Jacobi 
par ©(x), la seconde par H(^), apr^s I'avoir multipliee par 



e **^ ; nous poserons en oulre 

K' 

et nous supposerons la partie r^elle de -^ positive (*). Nous 
aurons alors, en groupant les lermes deux k deux, 

(4) e(:r)= I — a^r cos-^- -ha^*cos-r-^ .. . it; a ^^ cos — =;=..., 

tv IV 21V 

(o) H(j'j = aflr*sin-r7 — a^^sin — 57--!-. . .-tagV * /sin ^rr—nx-zr... 

^ aK ^ aK ^ aK 

H(a:) s^annulant pour a? = o est une des fonctions demandees. 

Soit a un zero de 6(^); comme ©(^) a ^videmnient pour 

p^riode 2K, 2K4-a est un z^ro de 6(a:); done, en vertu 

de (2), 

aK-f-aaE=aK ou aaE=o. 

Ainsi a est 6gal 4 une demi-periode; or 

e(aK) = I — <7-i-<7* — ... 



ne pent 6tre nul, quel que soit q\ done ©(K'y — i ) = o et la 

fonction©(:r) s'annulant pour x = K\/ — 1 est Tautre fonc- 
tioncherch^e :celaabesoind'^treconfirm<5parlaformule(i2). 
Independamment des fonctions 6 etll, dans cette theorie, 
il est utile de considerer les fonctions 6(0: 4- K ) el H(j: -+- K) 
que Jacobi a d^sign^es par 84 (x) et H, (x). On a evidemmenl 

(6) Si{x) = i-i-a^ cos-^- -4-. ..-hagr'''cos — — +..., 

IV a iv 

(7) Ili(ar) = a7*cos— ,7 -haor^cos^ — ^^ -4-. . .-f-a^^ • /cos — r — 7ca*4-.... 

K' 

(*) Sinon K' est une p^riode, — K' en est une aussi, k * ** partie 

K' 

IK — 

r6e\]e positive, et Ton posera q = e ^. 
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Les fonctions 0, H, 0|, H| jouissenl, comme il est facile de 
le voir, des propri^t^s exprim^es par les formules 

I 8t(ar-t-4K) = e,(ar), H,(a; -+- 4K ) = Hi(^). 

bnposantA = e ^ , 

^ ( e (ar-i-2KV^'^--Ae (a:), H (a:-i-2K'/^)= -AH (ar), 
(9) < 

( ej(ar4-2KV— 0= Aei(a:), Hi(ar-H2KV— = AH,(a-j 

I e (-a?) = e(ar). H ( — ar)= — H(a:), 
^'^^ I ei(-a7)-=e(a7), Hi(-a:)= U{x), 

( e (a:-hKi--^e,(a?), H (a; -4- K) = H,(a:), 
I ei(ar-f-K) = e (a7), H,(a7-T- K) := — H(a:). 

A ces formules on pent joindre, en posant 



(!a) 



e (:r4-K'/^) = /^BH (ar), 
H (ar-«K'v/^) = /-^Be (a?), 
e, (a? -f- K' v/^^) = B H,(a7), 

H,(a:-+-KV^~i)= Bei(a:), 



qae Ton d^montre ainsi 
done 



e,(a;-i-KV-i)=2^"'^ 
ou 






e, (ar 4- K V— I ) = y ^"'-^^ c" 



nx 
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c'est-a-dire 

c'est Tune des formules (12) : les aulres se v^rifient d^une 
fagon analogue. 



XYI. — Nonyelle forme des fonctions aoziliaires. 

On peut metlre les fonclions auxiliaires sous une in(inil6 
de formes difT^rant, comme on Ta vu, par un facteur expo- 
nenliel de la forme e^'*"*""^^^; I'un de ccs facteurs se prdsente 
tout naturellement. On a, en effel, 



ce que Ton peut ^crire 



((ijr-»-|xK-»-ji.«liV— 



Si done on pose 



^-^ , j^,(ii',tx.^/ri-|x«K't) 



-iL.u^,,xKVi:i)' 



tue* 



gVEk- --•" r . ^ ^^^.^ 



on aura 



e'(x)=2±«' 



5-(x+i|iK/ri)' 



(i) e'{a?) = e(a7)c*'^«^', 

et il est facile de voir que Ton a 

(a) e'(a:-+-4KV^)=B'(a:); 

on a d'ailieurs, en changeant x en a: + 2K dans (i), 
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OU 



TtX* IT . ... 7C 



(3) ^'{x-h:iK) = e(x)e'^^'eV^'^'^^^=b'{x)e^'^"*'^\ 

La foDCtion 0' est done du seeond ordre, aux p^riodes 2K et 

4K'^ — I, ses z^ros sont eeux de S{x), k savoir K'y/— i 

et 3K'y^ — 1 ; la fonction 0' est done fonetion homoji^^ne 
et lin6aire des fonctions obtenues en faisant, dans les 

equations (3) du paragraphe precedent, w = — 4K.'y/ — 1, 
w=2K, ac^o. Nous prendrons 2c = 2K et nous aurons 
les deux fonctions 



1 
1 






- ^, ((2tM-l)JC+«pL«K-l-J(lK] 



K 

— It, 



en posant alors p = e ^\ on pourra ^crire ces fonctions 
ainsi, en faisant abstraction d^un facteur constant, 

2;^,.eoshi^, 



La derni^re de c'es fonctions s'annule pour x = K'y/ — i : elle 
est done ^gale a 9' ^ un facteur constant pres. En posant de 
m^me 

on voit que 0^ sera une fonction lineaire et homog^ne des 
deux fonctions (4); la premiere de ces fonctions admet pour 

p6riode 2K'y^ — 1 ; si done a est un de ses z^ros, a + 2K' ^ — i 
en sera un autre; la somme des z^ros est une p^riode : done 

2a 4- 2K'y/ — I ^ o, done 2a ^ zliJ yj — i, done a est ^gal k 

K'y/ — 1 plus une demi-p^riode; done 

a = K + KV^ OU a = 3K'v/^ ou — K'/"- 
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Mais — K!)J — I ne peul ^Ire racine quel que soil p, done 

a = K 4- K.\' — I : c'est un z^fo de ©i (x) ; ainsi la premiere 
des fonctions (4) est ^gale k ^\{x), k un facteur constant 
pr^s. 

On d^montrerait exactement de la m^me fagon que les 
fonctions 

sont, k des facteurs constants pr^s, ^gales a 

Nous poserons 

0(a?) = a/>*cosh -t=>7 -t- ap^cosh — =77 -h. . ., 
'^ aK ^ aK 



(6) 



0,(ar) = i-h ajDCOsh -=T7- H- a/>* cosh -^r^ — h 
'^ aK -^ aK 

rii(x) = 1—2/? cosh -j^, 4- a/?* cosh -rr; 



Nous aurons alors, en appelant G une constante, 



SI, dans cette formule, on change x en x -{'K\/ — 1, on a 

(p. 247) 

(x^^V=i)' ^/^/ ,„.r-:) 



ou, reductions faites, 
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En changeanl j:en j: + K, puis, denouveau,ena;-rK'y — i, 
on constatera que Ton a 

l^h -^1 -III- Ce^ 

II reste a determiner la constanle C, ce que nous ferons plus 
loin. 

XYII. — Formnle de Canchy. 
Posons 

(l) F(5) = (n-^i!)(l-f-^5-i)(lH-e73;5)(l-hgr»^-i)...(H-^««-l^)(l4-^««-l^-»). 

II est facile de voir que Ton a 
ou bien 

(2) F{q^z){qz-^q^n) — F(^)(i -f- ^««+«^). 
Or on pent poser 

(3) F(.z)= Ao-i-Ai(^^-^-»)-h Aj(i;*-hz-»)-H...-+- A„(5«-f--3-«)» 

A09 An, • . . , A/2 d^signant des coefficients ind^pendants de;;. 
Si Ton remplace dans (2) F(5) et F{q^z) par leurs valeurs 
tiroes de (3), on trouve 

= ( H- e^J^+i ^ )[ Ao -h A, (z -4- ^-1 ) 4- . . . -h A«(^'» -+- ^-«)] ; 

en ^galant alors les coefficients des memes puissances de z 
dans les deux membres, on a 

Ao<7 -4-A,^««+« = A,-i- Ao^*«-^S 
Ai^» -h Aj9««-*-* = A,-+- Ai9»«+S 
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ou bien 






(4) \ ' " ,— 5r»«+l I — ^ 



A;,= A 







1 — y*« I — g'"*-« 1 — ^ 



1 



,««. 



on d^duit de la 



Pour determiner Ao, on observe que An est evidemment 
egal k q.q^.q^. . . ^r^''^* = ^"'; la derni^re formule (4) don- 
nera alors 

OU 

,g. . ^ (I - y«/»-H»)( , - y»n-K4) ... (I - yV«) 

Des formules (i), (5), (6), on tire 

!(l -h q3)(i -h qz-^) . . . (i -+- 5r««-«^)(i -I- y>«-i^-«) 

Nous allons maintenant supposer /i = ao; le premier 
membre de cctte formule devient alors le produit infini 



n = 00 



lT(l-+-^««-^U)(l-r-5r««+«^-»). 



/i=l 



La fraction qui enlre en multiplicateur dans le second 
membre peut s'ecrire 

(t — 9^»)(i-y^)...(i-y*») 

i,l - qt)t{l- q^)K . .^l- qiny. 
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et, par suite, a pour limite —^ La formule (7) devient 



alors 1 



y/«-f-l 



TT(l -h ^««-«-> Jf)(l -h 5r>«-^-t^-l)TT(i-- g«n) 
1 1 

Designons par S^+i la somme des m -+• i premiers lermes de 
la quantity enlre crochets, Rm+i la somme des termes suivants, 
on pourra toujours prendre n assez grand pour que I'on ait 

cd^signant une quantity de module moindre qu*une quantity 
donn^e a. Quant a Rm+u si Ton appelle [x le module de q et 
V celui de Zy ii sera de module moindre que 

or on pent toujours prendre m assez grand pour que cette 
quantity soit moindre que a, car la s^rie pr^cedente est con- 
vergente, m6me lorsqu'on la divise par |jl"*; m ^tant ainsi 
determine, n ^tant ind^pendant de m, on peut toujours faire 
en sorte que mode <^ a, et alors 

TT(i -h <7>'»+i^)(i -+- ^>»+»^-i)TT(i-- g«'') 

diOerera de S^+i d'une quantity dontle module sera moindre 
que 2a; on peut done dire que cette quantity est ^gale a la 
limite de Sm+i 6t, par suite, on a 

"rj(l -+- q^'^+^zXi -\- ^»«-^-»^-i)TT(i — q^") 
1 1 

= '-^ y (^ -^ i) -^ ^*(^* -^ i) -"• • -^ ?""(^'" -^ i) -^- • •• 

Telle est la formule de Cauchy que nous voulions oblenir. 
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XVIII. — Developpement des fonctions auziliaires en prodnits. 

Si, dans la formule de Cauchy, d^montree au paragraplie 
precedent, 

TT(i-|_5r«rt+i^)(i^-<7»«+i^-i)TT(,-_yi/i) 

onfait;; = e *^ ,gr = e ^, il vient 

lT(i ^ ^8/i)IT/ I-+- 2^«/»+icos^ -I- 5r^«+M 
1 1 

On trouve ainsi le developpement de 0| (:r) en produit et, en 

changeanla:ena:4-K, ena: + K\/ — i elen j;-|-K + K'y/ — i, 
on obtient ceux de 6, Hi el H. On a alors le groupe suivant 
de formules : 

e (x) =1 |(i — ^*'*)(i — a^cos-j^ -hy'U I — a^'cos— -h ^* 1 .., 

I— 2^* COS— -f- y* )( I — a^*cos-3v- -T- ^r* j. . ., 

X ( 1-4- a<7«cos-^ -H ^*)( n- ay* cos -IT- -4- y*) 

Ces formules qui sonl tr^s utiles, fournissent des identites 

curieuses quand on y suppose x = o, x = K. ou a: = — ; nous 
nous dispenserons de les ^crire. 
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Les fonctioDS 6, t), 6|, t^ donnent lieu k des formules 
analogues. 

Quand on pose dans la formule de Cauchy q = p = e ^' 






eiz=^ e^ , on trouve 






mzx 



= 2^p*n cosh — 

ce qui donne le d^velopperoent de 6| (x) en produil. En trai- 
tant cette formule comme celle qui est relative a la fonc- 
lion B< , on trouve les developpemenls suivants 

(x) ~ 2p^P cosh —rr, 

IH- 2/>*C0Sh -|^ -4-/?*j( I-+- 2/)* cosh -rrp "4- />*).. ., 

(TZ X \ ( TZ X \ 
i-h 2jDCosh -rrj -hp^jl I-+- a/>'cosh -r^ -^p^j 

•n (x) = 2p* P sin h — rr, 

X ( I — 2/?' cosh -|^,- H-/>*){ i— 2/)* cosh -j^ +/>')• ••» 

(TZX \ f TZ X \ 

I— 2/>cosh -r-7 ^-Z'* )( I — 2/>'cosh TTT -T-/>' ). ..; 

d'ou Ton pent d^duire une foule d^identit^s alg^briques que 
nous nous dispenserons d^ecrire. 

XDC. — Relations entre les fonctions de Jacobi. 

Les quatre fonctions H, 8, H,, 8< sont du premier ordrc, 
leurs carr^s sont du second ordre* d'apr^s (8), (lo) et (9) 
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du § XV, les fonctions ll^{a:), S^{a:), HJ(x), ©J(j:) satisfont 

aux Equations 

6(a?-4-aK) = e(ar), 

par suite, Tune quelconque d'entre eiles (p. 236) est une fonc- 
tion lin^aire et homog^ne de deux d'entre eWeF.. On peut done 
poser 

( e«(^)=AH«(a:)-4-BH?(ar), 
^'^ ( e«(ar)=CH«(a:)-hDef(2:), 

A, B, C, D designant des quantit^s ind^pendantes de x que 

rond6termineraenfaisant^ = o,a: = Ket:c= K-hK\' — i; 
on aura alors pour a; = o, en observant que H(o)^^o, 

en faisant x = K,'Ce qui annule Hi (j:), on trouve 



en faisant ^ r=z K + K'y/ — i , ce qui annule 0| (x), on a de 
m^me 

^ ^ e»(K4-KV^) ^ e?(KV^ ) ^ H?(o) 

H»(K-+-KV— i) Hf(KV-i) ^K®> 
Les formules (i) deviennent alors 

^ ^'^^"" Hf(o) " ^"^^^ Hf(o) "»^*^' 

^^ «f(o) ^^ ef(o) ^'^ ''^ 

nous les ecrirons ainsi 



(a) 



^ e?(o) Hn^-) e«(o) h;(3^) 

^ H»(o) H^T) e«(o) e?(a7) 
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et nous poserons 

u(x) e,(o) __., . 
e(^ HM - ^^""^^ 

H^(x) e(o) _ . . 



e(ar) e,(o) 

H?(o) 



= k. 



e;(o) 

Les formules (2) donneront alors 

les fonctlons \ [x, v sont doublement p6riodiques. II doit 
exisler une relation alg^brique entre ces fonctions et leurs 
derivees; cherchons la relation entre X et X', on a 

Or les fonctions H'(j:)©(a:) — ©'(^)H(^), H(^)e(:r) et 
H|(x)B| (x) satisfont aux relations 

6(a:-HaK)=6(iF)c«*^, 

done Tune d^elles est fonction lin^aire et homogene des deux 
autres (p. 286); on pent done poser 

H'(a:) e(x) — e'(x) H(ar) = AH(ar) e{x) -h BHi(a?) 61(3?). 

Si Ton change a; en — a;, il vient 

H'(x)e(ar)~e'(a7)H(3r)= — AH(^)e(a?)+BHi(a?)ei(r), 

done A = o, et I'on a 

U'(x) e(x)—e'{x) H{x) = BHi(j:) ei(a?); 

si Ton fait x = 0, on a 

H'(o)e(o)=BHi(o)e,(o), 
L. — Traits d' Analyse, IV. 17 
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d'od 

H'(o)e(o) . 

H,(o)e,(o)' 
on a done 

Si nous portons cetle valeur dans (5), nous aurons 

ou, en verlu de (3), 

dl _ ir(o) 61(0) 
dx ^ Hi(oj e(o) 

Nous ferons 



V(i — X«)(i — A:«X«). 



^A^ H-(o)et(o) _ ^ 

^^ H,(o) 6(0) "-^' 

alors nous trouverons 

dl 



gdx= - 



V'(i-X2)(i-A-2X«) 

on a done, ou on peut m^me poser comme definition de sn^, 
cn:c, dnx, 

(7) l(x)= sngx, [l{x)^ cnffXy y(x)= dngx. 

Si, dans la seconde formule (2), on fait x =: K, on a 

'- eiHo) "^etio) 

ou, en vertu de la quatrieme formule (3\ 



e^o) 
Nous poserons 



^ I - A*. 



(8) ^'='JS' ^^ ^^^^'" = ' 
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XX. — Ezpresnon de snrr, cn^, dnor an moyen des fonctions 

aiudliaires. 

En r^sum^, si I'on se donne K et K', on pourra former les 
fonctions S{x), H(j:), ©i(^), H|(x), puis les modules 
[formules (3) et(8) du paragraphe pr^c^dent] 

et le multiplicateur [formule (6) du paragraphe precedent] 

Alors on aura [formule (a) du paragraphe pr^c^dent] 

A (57)— sn^ar= ~ r=j— — , 

v(a?) = dn^o? = 



ou encoie 



(3). 



^{x) 61(0; 

1 U(x) 
sn £'ar = - - — — , 



Si nous prenons le multiplicateur g ^gal a Punite, nous 
etablissons par le fait une relation entre K et K', et les for- 
mules (3) deviennent 



La relation qui lie alors K a K' sera la relation (2), ou I'on 
fera gr=i^ ^ savoir 

U'(o) e,Co) 



H^o;, 8(0; 



-ET, - = I ; 
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en rempla^anl 0, H, H|, 6| par leurs valeurs, cette relation 
devient 

/ i » u \ 

\q*-hq^-^q * ...;(: — a<7 -|--2^v_2^». . .) 

■ 

Les formules (i) donnenl lieu aux relations 



(6) y/k = ~ 



1 • IS 



1 -h '.\q -h iq^-h 2^' -T-. . . 
1-1- a^ -t- agr^-t- 2^«H-. .. ' 

la formiile (5) pent alors s'ecrire 



(8) 
et 

(9) 



ir ~ 1 — iq-\-'iq^ — ay»-r.. 



<7*-T- y*-l-^ * 4-... 



XXI. — Usage des fonctions 6, t), 6], t}j. — Galcul de la constante C. 
Puisque Ton a 

^'^ e - n " ©1 Hi ~ ^^ ' 



on aura aussi 



sna? = --r g- — -> 



) 
)" 



^Qf(o)' 0}(o 



) ^ V(o) Mo) 

)' 7)i(0) 6(0) 



. 



DBS FONCTIONS BOUBLEMENT P£RI0DIQUBS. 261 

Nous pouvons main tenant determiner la constante C qui entre 
dans la formule (i); en effet, on a 

^ ^ H'(o)e,(o) ^ ^ T) -(o)ei(o) 
H,(o)e(o)' "7ii(o)ei^o)" 

Remplagons dans ces formules H'(o), 0i(o), -.., 6(0) par 
leurs d^veloppements en produits, en observant que 

H'(o) = lim — ^^ — - pour a? = 0, 

X 

T, (o)=iim-^ pour J* = 0; 

nous aurons 

^ (I -/>«)«(!-/,*)«... (I ^-/7)«(l-+-Jt>M*... 

on tire de ces deux formules (p. 254) 

-e,(o), 



= e,(o); 

divisant ces formules membre a membre, en ayant ^gard 
a(i), on a 

'K 61(0) I 



y K' 



Oi{o) C 

ainsi la constante C est 6gale au rapport i/^, des racines 
carries des integrales completes. 
Les formules (i) peuvent alors s'^crire 

? = ?i = 5 = !ii = -V^. e»f 

9 8| ^ li ]/K' 
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XXII. — Periodes elliptiques. 

CherchoDS a former un sysl^me de fonctions elliptiques. 
En se donnant le module k^ on pourra calcaler q ou, 

ce qui revient au m^me, le rapport |^ au moyen de la for- 
mule (p. 260) 

La formule (p. 260) 

,- i » 11 

KsTk _ y*-4-3y^^-4-5y* — ... 

permettra ensuite de calculer K et, par suite, K'. Quand on 

se donne A:, il y a done une infinite de valeurs possibles pour 

K' . . 

K et K', le rapport -^ a une infinite de valeurs; mais, quand 

ce rapport est d^termin^, K et K' sont determines. II r^sulte 
de la que, comme snx ne depend que de Ar, pour former 
une m^me fonction snj;, on pourra employer une infinite de 
systemes de fonctions 6 et H. 
' On appelle piriodes elliptiques les p6riodes 4^. et 

2 K' yj — I qui sont telles que K et K' soient des solutions des 
Equations (i) et (2); ce sont, si Ton veut, toutes les periodes 
que Ton pent employer pour construire un systfeme de fonc- 
tions H, 6, telles que I'on ait 



,„!i|j = /J„„ Sj^> = /|™., '-m^A-.^.. 






Appelons Ki et K', un syst^me quelconque de solutions 
des systemes (i), (2), le parall^Iogramme des periodes 4K.i» 

sR'j \l — I, contenant seulementdeux z^ros desn:r, devra^tre 
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un parall^logramme Clemen taire, de sorte que, si R et K' d^si- 
gnent les int^grales 

/* dx^ r^ dx^ 

ondevra avoir, m, ml ^ /i, v! d^signaDl des enliers, 



4K, = 4mK-h2m'KV— I, 

(4) i 2Kiv/^=4/iKH-2n'K'/^, 

mn! — nm' =^ ±: i, 

et, pour que les formules (3) aient lieu, il faut que cn^ s'an- 

Dule pour x = Kj, et dux pour x = Kf + K', y/ — i ; done, 
en appelant a, p, a', ^' des enliers, 

I K,-(2a-M)K-4-2pKV^, 

(5) { , , 

( K, + K\ /— I :- ^'iTl-^i) K -.- (2p'4- i)KV- i- 

K' . 
II faudra aussi que -=t ait sa par tie r^elle positive. La com- 

paraison des formules (4) et (5) donne 

4/iK-f-27i'K'v/^^-4.a?'KH-(2Y"-M)2KV^, 
4/7iK-h2m'KV^=4(aa-+-i)K-h4.2^K'v/^, 

d'ou Ton tire, en appelant a, 6, c, d des entiers, 

4Ki=(2a-!-i).4K-h26.2KV^, 

2K'i= 2C4K^(fl?-f-l)2KV^. 

Enfin la condition que 7T7 doit avoir sa partie r^elle posi- 
tive donne 

(2a-i-i)(2c?-M) — ^bc — \j 

el a + rf doit 6tre pair. 
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XXin. — DeToloppement des fonctions elliptiipies 
en series trigonom^triqaes. 



Reprenons les formules de la page 254, que I'oa peut ^crire 

1-4-2 9' COS— -4-^* 1 f 1-4-2 ^r'cOS-jT- -H^« )..., 

H (t)=: Qlq^ ^*"~K ( ^ — ?*cos— -4- ^* j ( I — ^*cos-=^ -^^'j •••? 
H,(ir) = Q^"*cos^- (n-S^'cos^ -4-^* ) f 1-4- y*cos^ -f-^M..., 

Q=(i-^*)(i-^*)(i-^V>...; 

prenons les logarithmes des deux merabres des formules pr£- 
c^dentes, et observons que Ton a, en supposant le module 
de r inKrieur ^ I'unite (T. Ill, p. 290), 

I /*' /*' 

log(i — 'ircoscp -^-r'^) — rcos© h cos2(p -4- -r- cos3f ...; 

nous aurons 

-loge(a7) 

= — l0gQ-^2 COS^'V^«»+»-4-ic05^^ V^«(»»+»>4-... 1 



ou bien 



— loge(a?) = — logQn ^ costtt-, h ^ cosair -- -4-..., 

1 — a* K21 — <7* K ' 



U) 
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en diff^rentiant alors ces formules, on trouve les suivantes : 



©Yar) 


6(x) 


«;(*) 


e,(x) 


H'(x) 



= 2 



17 ( — ^— ;sin-|^ H 2 — _sin— i^H ^ — rsin-r=rr--l-. . . ), 

_i_s.n-g— ...j. 



Tz / a . TCjr flr* . aira? 

K\i — q^ K I — ^* K 



u/ V — ~T7 cot— rr 



Tz / g* . ita? flr* . 21:0? g^ . Stcj? \ 

K\i — ^> K I — 9* K i — q^ K / 



H', (x) Tu ita? 



rr — i — zSin-r: ^ — r sm— 7^- H ^ — ;wn— i? ••• )• 

K\i — y* K 1 — ^* K I — ^^ K / 



On tire de ces formules, par so us traction. 



so X 



TT TZT 21T / 7 . ic.r g* . aira? \ 

— _7 col— ^ ^ — ^^ — s>n-=7- H — r sin—.. h... 1, 



cn'a? It Ttx 



cnx 



snx 

Ik ""s^ 

air / <7 . iTjr 7* . aita? 7' . Sua: \ 

wT I — - — sm-— H ^ — - sin— =r 1 ^--; sin-T- H. . . I, 

K V*-^ K i-h<7> K 1 — 72 K /' 

dn'ar ,1^/7 . ira? </' . Stcj* \ 

K\i — 7* K 1 — 76 K / 



dnx 

tn'ar 
tnx 



ic / iTjr ira7\ 

iTz / g* . HTzx <7* . Atzx \ 

-*" "iT" ( ; sin — =7 1 ^ r sm — rr h . . . 

K\i-+-7« K 14-7* K / 



XXIV. — Relations nonvelles entre les modnles et les periodes. 
Reprenons les formulas (p. 269) 

/,x /T ni(o) /p 6(0) 

ra> ir(o )e,(o)_ 
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SI, dans celte derniere formule, on remplace ©(o), 0|(o), 
H< (o) par leurs valeurs tiroes des formules (i) du paragraphe 

precedent, si Ton remplace H'(o) par / — — - tir^ des 

m^raes formules, on trouve 

« 

y^^(i-?»)'(i-?*)'(i-?')'-x(i + <7)»(i+ 9')«(i + ?»)*.. . 

?*(i-t-g'')'(i-+-?*)'(<-t-?')*---x(' — ?)'(' — ?')'(• — ?')*••• 

En supprimant au num^rateur et an d^norninateur le facteur 



S''(i + y')'(«-t-?*)'.-.x(i-y)'(i-5'»)'. 



il resle 



formule qui peut s'^crire, en vertu des formules (i) du para- 
graphe pr^c^dent, 



(3) 



v/v = «•(») 



ou encore 



(4) i/— = IH-2^ -+- 25'*H-2y«-4- 

Cette formule remarquable conduit a une proposition curieuse 
d'Arilhm^tique. Dans la formule (3) du paragraphe pr^c^- 

dent, qui donne -. — > faisons :r = o ; apr^s avoir divis^ par x, 



nous aurons 



(5) 
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cn X 



Si I'on traite de m6me celle qui donne > on a 

en combinant cette derni^re avec (4), on irouve 

oa bien, en d^veloppant en s^rie les termes du second 
membre, 

A, B, C, . . . desiguant des coefficients enliers et essentielle- 
ment posilifs. Si Ton d^veloppait le premier membre, il 
devrait ^tre identique avec le second; done toules les puis- 
sances emigres de q devraient se Irouver dans le premier 
membre. Or ces diverses puissances sont des sommes de 
quatre carr^s; done : 

Tout nombre entier est la somme de quatre carres {dont 
quelqueS'Uns pourront dtre nuls). 

Si Ton se rappelle la formule (p. 262) 

7_ 27*-^- 2^*-4- 2^ * -h. . . 



/^ = 



I -T- 2 ^ -t- 2 5^* -T- 2 5^* -T- . . . 

la formule (5) combin^e avec (4) donnera 

-T \,2flr*-f.2flr*^-+-2flF * -h.. J = ^— j H — 7 ^- 

2* I — <7* I — <7* 



ou bien 



/ 4- • 11 N* 

A, B, C, ... etant tous enliers et positifs. II en resulte que 
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tout nombre entier impair est de la forme 

4 ' 

/I, 7i', 7i", /i'" d^signant des nombres impairs; autrementdit : 

Le quadruple d'un nombre impair est la somme de 
quatre car res impairs. 

XXV. — Formnles d'addition. 

Consid^rons la fonclion H(a; + a))l{x — a)=: ^{x)\ elle 
satisfait aux relations 

e(ar-f-2K)=e(a7), 



elle est done du second ordre aux p^riodes 2K et 2,¥J \J — 1, 
el par suite elle est fonction lin^aire de deux fonctions quel- 
conques satisfaisant aux m^mes formules; or0^(ar)etH^(x) 
satisfont k ces Equations ; on peut done poser 

H(a? H- a)H(ar — a) = Ae«(x) -+- BH«(a7). 

Pour determiner A et B, on fera a; = o et ar = a successive- 
ment, ce qui donnera 

— H«(a) = Ae«{o), 
o = Ae«(a)-HBH«(a), 



d'ou Ton tire 



et, par suite, 



A - _ li!.!^^ R - ^'^^) 

0^0/ e«(o) ' 



H(a?-i-a)H(ar — a)= WHo) 

En raisonnant d^une fagon analogue sur les fonctions 

H(ar — a)e(2:-{-a), H(a: — a)H,(a7 -h a), 
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on formera le Tableau de formules que voici : 

H(ar--a)H(ar-+-a)== — — , 

H(ar — a)d(a7-ha) 

_ Hi(a)ei(a) „, .ft, . H(a)e(a) 

- H,(o)e(o) "(^W^)- H,(o)e(o) «i(^)®*(^)' 

(i) ^ H(ar— a)H,(a?-4-a) 

e(o)e,(o) ^^ ^'^^ 0(0)64(0)^^*'^ ^' 

H(a? — a)et(ar-l- a) 

_ H|(a)e(fl) H(a)e,(a) 

I e(j: — a)e(a7 4-a)= — — , 

e(a7 — a)H(a?-+-a) 

__ H|(a)et(g)H(3:)e(3 :>- ^Hra)erfl^/)Ht (3^)61(37) 

(a) { e(x — a)H,(a:-4-a) 

~ Hco)ei(o; ' 

__ Hi(q)e(a)H(ar)ei(37)— H(a^e,ra)e(3?)Htrar) 

En (livisant(i) par (2) et en ayant ^gard aux formules qui 
donnent sna;, enj:, dnj; en fonction de H(a:), 6(^), H|(j;), 
6i (j?), on trouve 

sn'ar — sn'a 

sii(x-+-a)= J T — ; 

' sna^cnauna — sna cno; ana; 

en multipliant haul et bas par 

sno^cn^ dna + sna cnor dn:r; 
il vient 

- ^ (sii*57 — sn*a)(sn.rcnadna -H sna cnardna?) 

^ ' sn*a7 cn*a an*a — sn* a en* a? an" a; 

Csn*a7 — sn'aHsna? cna dn/x -4- sna cnar dn.r) 
~" sn*a7(i — sn*a)(i — X:'sn*a)— sn*a(^i — sn'a7)(i — A^sn'a?) 
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En effectuant les calculs indiqu^s et en observant que 
sn^^ — sn^a entre comme facteur au d^nominateur, on a 
enfin les formules suivantes; en changeant ^ en a et a en b^ 

, ,^ snacnb dnb ±snb cnadna 
sn(a =± 6) — y- — T-r , 

, _ en a en 6 znsnasnb dnadnb 

cn(a:.':6)= -,- — r-r , 

^ I — A:*sn*asn*6 

. , , _ dnadn6 =n X:* sna sn6 cnacn6 
dn(a dib) = =^ — -r . 

. _ tna dn6 d= tn6 dna 

in(az-h) = - 



inalab dnadn^ 



De ces formules on peut en d^duire une multitude d'autres 
qui ont plus ou moins d'analogie avee les formules de la Tri- 
gonom^trie, par exemple 

sn(a -4- 6)-h sn(a — b) — Gsnacn6dn6, 

sn(a-i-b) — sn(a — b) — Gsn6enadna, 

cn(a -T-6) -r- cn(a — b)— Genaen6, 

cn(a -r- 6 ) — en (a — b ) — — G sna sn6 dna dD6, 

dn(<z — 6)-i- dn(a — b)— Gdnadn6, 

dn(a -r- 6; — dn(a — 6} = — GA:' snasnftcnacn^, 



ou 



G = 



1 — k* sn*a sn*^ 



XXVI. — Formales osuelles dedoites de la consideration 

des fonctions anxiliaires. 

Les valeurs de sno:, cn:c, dn:c, pour des valeurs particu- 
H^res de la variable x se deduisent facilement des propri^tes 
des fonctions 0, H, B,, H, et des formules suivantes qui 
pourraient servir de definition ^ sn^, cnx, dux, si elles ne 
s*6taient pas tout d'abord presentees dans le calcul des inte- 
grales ordinaires; nous nous bornerons k ^crire ces formules, 
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leur demonstration ne pr^sentant aucune difficulte : 









snar a pour p^riodes 4K et 2K'/— i, 

cna? a pour periodes 4Ket2K-4- 2 K' / — i , 

dnx a pour periodes 2K et ^K'^ — i, 

snor s'annule pour ^ = o et 2K, 

cna? s'annule pour a? = K et — K, 

dnar s'annule pour x = K-r- K'^~ i et — K-f- K' / — 1 , 

snx, cnj;, dna;sontinfinispour^ = K\/ — i etaK-f-K'y — i . 

sno = o, cno = i, dno = i, 

snK = i, cnK = o, dnK = A', 

sn2K~o, cn2K — — i, dn2K = i. 

snK'/— i=«, cnKV — i = », duK'/ — 1 = «» 

sn2K'v/— -T= o, cnaKV — i = — J> dn2KV— ' = — '» 
sn(2K -r- K'/ — J ) = oc, en = oc, dn = cc, 

sn(2K-f-2KV - ' ) ^ o, en — -M, dn— -i, 

sn (K -H KV — 0=7:' en = — ,- v^ — ', dn -- o, 

sn — x = — snar, en = en a?, dn = dnx, 

sn(2K dz 37) — r^ sno:, cn = q=cnir, dn — dna*, 

/_., > N I )/—i dnx f cn,r 

sn(KV— * -r-x) = -7 > en = — ^—, — — — > dn ~ — ^ — 1 

._. . cnar ,, sna- /:' 

5n(K-7-57) — -T — , en = — A- -- — , dn -= -j — > 

^ ' dna: dnj? ^\\x 

sn(2K'/ — I -4-x) = snar, en = — cna?, dn — — dn.r. 

Quand on change K en K\ — i et K' en K s^ — i , les quan- 

^K* K 

tiles q o\x e "^ et/? ou e ^' se changent I'une dans I'aulre; 
de mSme /: et A/ se changent ^galement Tun dans Tautre en 
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vertu des formules (p. 246 et i5o) 



k' = 



e}(o) euo) 



e»(o) ^ e«(o) 
ef(o) - ef(o) 



— ip H- 2/?* — . . . )* 



-4- a/? -f-a/>*-4-...)* 



(9. />♦-+- 2/?^ -4-. . .) 



(I-+- 2/> -+- a/?* H- . . .)* 

En ^crivant alors B{Xy k), H(a;, Ar), .. ., sn(a;, Ar) ... au 
lieu de S(x), H(^), . . . , sn j;, . . . , afin de mettre le module 

eii^vidence,ona,enchangeantKenK'^ — letK'^ — i en K, 



e(ar, k') = I — ip cos — 



Tca? 



a/?* cos' 



IT a? 



de m^me 



on en conclut(p. i5o) 

/— i 
Hi(x, A-') = 0(2:v/~i,A:), 

d'ou Ton conclut 

sn(ar/^, A) = /^ ", ,,, > cn(a?/^, A:') = — ; rr^.* 

^ ' / T cn(j7, A ) cn(a:, A) 

/ / ,\ dn(a7, A-') 

dn(a7i/^ — i.k}= 77-. 



XXYII. — Theoreme de M. Mittag-Leffler. 

Etant donnies des fonctions par tout synectiques 

Gi ( ) > Gj ( ) , . . . , 

exceptien a^, ^2, . . . , etpar consequent que Vonpeut sup- 
poser developpees en series emigres par rapport a , 
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-— — > • • • > il existera des polyndmes P|, P2, . . . entiers 
en X qui rendront convergente la sirie 

(I) (Pi-4-G,)-f-(Pi-HG,)-+-...-H(P„-i-G„)-f-... 

partout excepti en a\^ a^^ . , . , any .... 

En effet, d^crivons de Forigine comme centre avec un 
rayon infini R un cerde, d^crivons autour de chaque point ay 
comme centre un autre cercle de rayon r^ assez petit pour 
quUl ne contienne aucun des autres points ai , a2, . . . ; si c'est 
possible on aura 

dz 



air 



^\a? — Ov/ J^ \z~-ayj 



Z — X 



^foJ-L-)-^, 

^rv K^ — ay/^ — ^ 
les integrates ^tant prises le long des cercles de rayon R et r^. 
La fonction G ( ) tend ant vers z6ro pour z = cc 

\z — ay/ z — a? * 

(p. 247, t. Ill), la premiere intdgrale qui figure dans cette 
formule sera nuUe et Ton aura 

„/ztgJ_L-) = - foJ-L-) J±- 

nous pourrons done poser 

Pv designant un polyndme enlier en x de degr^ [x que nous 
allons determiner de mani^re k rendre la s^rie (i) ou, ce qui 
revient au mSme, 



v=« 



(^) ^M-^)x^^^'' 



rv 



convergente. 

L. — Traite d' Analyse, IV. 18 
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Soil Ov le module de a^ ; soient Mv le maximum du module 
de Gv sur le cercle Tv, p le module de j; : le terme g^n^ral de 
la s6rie (2) aura un module inf^rieur ^ 



/ 



"m, f^ ; i> 

^ (ay— rv)Kav— Tv— p) 



ou k 

aitMv : r> 

(av— rv)l^(av— Tv — p) 

la s^rie (2), et par suite (i), sera convergente si |jl est choisi 
de mani^re k rendre 



2 



MvpM-A 



(ay— rv)H'(av— /"v— p) 



convergente, ce qui est toujours possible en prenant [jl assez 
grand, puisque p finit par devenir plus petit que Ov — ''v 

Alors la s^rie (i) repr6sente une fonction synectique de x 
except^ en ai, a^^ ..., qui sont des points essentiels. Elle 
repr^sente m^me, a une fonction synectique pr^s pouvant 
avoir un point essentiel k rinfini, la fonction la plus g^n^rale 
dou6e des points essentiels a^ , a^, .... 

XXVIII. — Theor^me de LioaTille. 

Soit /{x) une fonction du second ordre poss^dant les 
p^riodes co, rn et les infinis a, 5 — a. Soit F{x) une fonction 
poss^dant les mSmes periodcs ct les infmis ^1, ^2; • • •} Pp- 

L'int^grale de jr-^ -/^— prise le long d'un parall^logramme 

des p^riodes est nuUe ; cette int^grale peut ^tre remplacee par 
une somme de r^sidus. Les residus relatifs aux infinis x et 

s — :r de :p7— ; — 77 — - sont -j.,- — [ et -^7- r; en observant que 

f{x) est ^gal k f{s — x)^ ou que f'{x) est ^gal et de signe 
contraire kf'{s — x)j la somme de ces residus est 
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OQ a done 

F(ar)— V(s~^x) i r F(z) 

f'\^) ■" 2Tc/=rrJ f{x)-f{z) "^^^ 

I'int^grale ^tant prise autour des seuls infinis de F(5), ou, 
si i'on veut, 



(I) 



F(z> 



V(x)—¥{s — x) =f(x) f ^ t I. X 



n • • f'(z)¥(z) 

En traitant la fonction / V j-^ -t comme la pr^c^dente, et 

observant que la somme des r^sidus relalifs aux infinis a, 
s — ai,XyS — X est 

F(a7)-+-F(5— -ar)— F(a)— F(s— a), 
on a 



• 



F(z)f(z) 



(2) F(x>+F(5--:r)=F(a)^F(5-a) + ^^^^£^ 
Or de (i) el (2) on tire 

(3) F(^)=I[F(a)+F(.-a)]+.'-r ''^W'^")+/'<'^l 

ou, en appelant u. I'ordre de multiplicity de I'infini ^, 

( F(a.)=}[F(«) + F(*-a)] 

«) ^ i V I ^!!i!. r/M±/:<ii or 8vl 

oil I'on a pos£ 

Dans le cas oii les infinis de F(^) sont simples, on a 

Si la fonction F(a:) avail des points essentiels, la formule (3) 
aurait encore lieu, mais, pour pouvoir Tappliquer, il faudrait 
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se donner la nature de ces points essentiels, c'est-a-dire les 
foDctions G consider^es dans le th^or^me de M. Mittag- 
Leffler. Un point essentiel a de F(a) donnant lieu ^ un d^- 
veloppement 

G( ) = h r^ -h. . .-4- ; r; -H . . . 

\x — a/ X — a (a? — a)' (a? — ay 

introduira dans la formule (4) ou (4 bis) des termes de la 
forme 



u 



' /(a^)-/(«) I da f(x) + f(a) 

, A, rf« /'(x)-(-/'(a) 



• • • Is 



i.a da*' f{^)-'f{^) 

De 1^ on conclut le th^or^me ^nonc6 par Liouville : 

Toute fonction aux piriodes co, m peut s^expr inter en 
fonction rationnelle d'line fonction aux memes periodes 
du second ordre et de sa derivie si elle n'a pas de points 
essentiels, 

Mais Liouville n'avait pas donn^ la forme de la fonction F(a:) 
au moyen de/(^). Je I'ai donnee pour la premiere fois en 1 878 
dans les Nouvelles Annates de Mathematiques. 

Les formules pr^cedentes ont besoin d'etre modiiiees quand 
les fonctionsy etF ont des infinis communs; alors, au lieu de 
d^velopper F(^), on developpe le quotient de F(:c) par une 
puissance convenable dey"(^). 

XXIX. — Formules d'addition. 

Appliquons le ih^oreme de Liouville a la recherche de 
sn(^ + a) en fonction de sna;. Si, dans la formule (4 bis) 
du paragraphe pr^c^dent 
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on fait 

F(a:) = sii(a7-i-a), /(ar)=snar, 
on aura 



6i(a?) = sn(a?-i- a)(a:— K'/— ' -^ «)» 

6,(0?) = sn(a? -4- a){x — KV— ^— 2K h- a) 
ou 

sn(a?-ha)(ar-*-KV—i-i-2K-i-a). 
Or on a 



sna? = 



A: sn(a7 -4- K'/— i) it sn(a: — KV— i ) ' 
done 

6 — ar— KV— i-j-g 

et, par suite, 
On a de m^me 



0,= 



A:sn(o7-i- a-h K'/— A:sn(2K-+- KV— i — a; — a) 

done 

Enfin F(a) et ¥{s — a) sont egaux k sn(a + K'y/ — i) et ^ 

sn(a — 2K — K'y^ — 1); ils sont done dgaux et de signes 
contraires; on a done seulement 

, ^ I sn'a7-f-sn'(KV— « — «) 
2sn(2r-4-a)= j_ TTTTF^ { 

I sn'ar-4- sn'(2K -f- KV— ' — «) 

^ sna? — sn(2K-i- KV— I — ^) 
OU bien 

, , . sii'a7-»-sn'(KV — 1 — a) sn'a? — sn'(KV— 1 — «) 

!iA:sn(ar-f-o)= j — ^^j=z f j — 7^^= f 

sna? — sn(KV— I — <3t; sna:-4- sn^Ky— i — a; 
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ou bien cDcore 

, , . asn'j:sn(KV— i — a) -4- a snicsn'(KV— i —a) 
aA:sn(a?-t-a) = ^ — ^ = — ^ — -, 

sn*a: — sn*(K'v/ — i — a) 
Or 

sn(K'v/=T_a)=^, sn'{K' /=r, ^ a) = ^^ ; 

done 

, , . sna7sn'a-+- sn'a:sna , 
ksn{x-ha)~ — — k 

el enfin . 

, . snTsn'a-\-snasn'x 
sn(a?-i-a)= j- — ; 

c'est la formule deja trouv^e plusieurs fois, car on sait que 

sn'a = cnadna, sn'a: = cnardna:. 

XXX. — Multiplication des fonctions anziliaires. 

Le ih^or^me de Liouville permet de calculer snmXy 
cnmXy dn'nix en fonction de sno;, cna? et dn^, mais on 
preftre ordinairement employer la marche suivante. On s'ap- 
puiera sur les formules (p. 269) 



H(a7H-o) H(a7 — 0) = 



(I) 



e»(a)H«(a7)— H»(a)e«(a:) 
BHo) 



8,(0? -4- a) 0,(37 — a) = — — , 

Designons d'abord par n un nombre impair, et consid^rons 
les fonctions B(nx) et 

dans laquelle m et m' doivent prendre toutes les valeurs 
enti^rcs comprises entre et -\ inclusivement, 
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valeurs qui fouraissent alors n^ facteurs au produit I 1. Les 
deux fonctions en question satisfont aux relations 

6(a?-i-2K)=0(a?), _ 

6(x-4-2KV— '} = — ^ J 

elles ont les memes z^ros : done leur rapport est k la fois 
doublement p^riodique et toujours fini, done il est constant; 
on a done 

faisant alors usage de la premiere des formules (i), en grou- 
pant convenablement les facteurs du second membre, on 
trouve 

e(/ia7)e«»-»(o) 



= e( 



e^-) — y- ~-r4^'(-) I 

82 ( l^JS 4- -^-^^v-M 



on trouve de m^me 

H(/iar)e'»'-«(o) 






e,(naf)8"'-«(o) 



= e.( 






lI,(nar)e"'-«(o) 



"K"^-^"^— ) J 
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Par division, on d^duit de ces formules snnXy cnnx et 
dnnx^ et Ton voit que ces quanlit^s sont de la forme 

snnx — snx ^} cn/iar = cna? ^> annx = dnx ^y 

P, Q, R, V d^signant des polyndmes en sna; de degr^ n^ — i . 
Si n est un nombre pair 2 m, en vertu des formules 

nsnucnudnu 
sn2a= j^ — r — , 

cn'a — sn*Mdn*M 

cnaM= J- — r f 

I — A:*sn*M 



on voit que 



dn2a= =—7-; — 7 > 



snarcnardna?? 
sn2 7nx = — > 

Q . R 

cnama?= --> an^tnx = ^• 



P sera du degr^ ^m^ — 4> Q» Ri V seront du degr^ 4^^* 
en sn^. 

XXXI. — Maltiplication des fonctions elliptiqnes. 

Proposons-nous d'dvaluer snm^ en fonction de snj?. Nous 
distinguerons deux cas, suivant que m sera pair ou impair. 

Premier cas : m impair. — Les p^riodes de snmx sont 

4K 2KV~ • r • ^2i-hi jr , aj'-f-i|ir, / 

- — et > ses intinis sont 2lv-{ Kd — i, 

mm m m ^ ' 

ses z^ros — — 1 • Ces z6ros et ces infinis sont au 



m m 

nombre de 2/71^. 

On peut grouper les z^ros deux a deux, de manifere que 
leur somme fasse 2K;,on peut ^galement grouper les infinis 
deux k deux, de mani^re que leur somme fasse 2K; soient 

ai, a'j, a2, a'j, ... les infinis K'y^ — i et 2K n- K!^ — 1 excep- 
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t^s; ai, a\^ a^, a,, ... les z^ros o et 2A: except^s. Suppo- 
sons a, -f-a'i = 2K,'a2 -Ha, = 2K, ... ai + a, = aK, . . .; 
consi<lerons enfin les polyndmes 

P = (sna? — snai) . . . (sna? — snam*-i)y 
Q = (sna7 — snaj) . . .(sna: — sna^n*— i)- 

La foDction ^ a les m^mes z^ros et les mSmes infinis que 

snmx'^ done, en appelant C une constante, 

^ Psna? 
snmx = G — 77-' 

et snma: s'exprime rationnellement en sn^. On pent deter- 
miner la constante C en ecrivant 

Sn 77127 P 
= C pr- 

sna? Q 

Si Ton fait j? = o, on a 

^ sn ai sn at . . . sn ct/n^^i 

771 = Li 1 

sn aj sn a^i • . . sn 0Lfn*—t 
ainsi C est connu. 

Deuxicme CAS : m est pair. — Les infinis de snmz peuvent 
toujours ^tre group^s de fagon que la somme des deux infinis 
d'un m^me groupe fasse 2K; aucun de ces infinis ne pent 

^tre ^gal aK' ^ — i ou a 2K 4- K'y/ — 1 ; cette fois snm^ n'a 
pas d'infini commun avecsn^. 

Groupons les z^ros comme tout k I'heure ; les z^ros ^tant 

de la forme 1 y/ — i, ils pourront devenir equiva- 
lents li o ou 4 2K qui sont les z^ros de sn^r; si Ton a i'=o 
et 1 = ou i'=o et i = my les z^ros de sn'j? = cn^ dn j: 

sont K, 3K, K 4- K!^ — i , 3K4-K'^ — i; ceux de snmx 

^ I 1 • . . 771 3 77t ./ 

pourront leur devenir egaux pour i = — ou -;— avec 1=0 
ou 1:^= — • Formons alors les polyndmes 



U = (snx — snai) . . . (sna? — sna;n»-^)/ 
V = (sna? — snaj). . .(sna? — sna,nOf 
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les quatre zeros communs k snmx et 4 sn'o; ou a sn:r De 
figurant pas dans U, et consid^rons Texpression 



U 

r^ snarsn ar; 



elle a les m^mes z^ros et les m^mes infinis que snmx : done 



snmx = G r^ sn ar sn x, 



C designant une constante facile a calculer. 

II est facile de voir que les polyndmes P, Q, U, V ne con- 
tiennent que des puissances paires de snx, car snmx est fonc- 
tion impaire de sn:r. 



XXXII. — Methode d'Abel. 



snmwestde la forme 75 ou ^ y/(i — x^)(i — A-^x^*), suivant 

que m est impair ou pair, P et Q designant des polyn6mes 
entiers enx=i snu. Abel a indiqu^ deux Equations difleren- 
tielles auxquelles satisfont les polyn6mes P et Q et qui per- 
mettent alors de trouver ces polyn6mes par la methode des 
coefficients indetermines. Posons 

v/Asn 14 = 37, ^k sn mu=jr, 
on a 

dx —-, dy -7=^ 



»/(-?)(-*■?) V(-^')(-*-i') 



ou bien, en posant A: h- -r = 2 a, 

dx dy 



v/i — 2237* -i-ar* m\J\ — %^y^-\-y^ 
ou 

\-^) (i — 2aa7*-i-ar*)— m*(i — aa^»-+-^*) = o 
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en diflerentiaDt, il vient 

maintenant posons, en supposant m impair, 



7=Q. 



nous aurons 



P et Q sont des polyndmes premiers entre eux; 1' (Equation 
pr^c^dente doit done se r^duire a une 6galit6 enlre deux 
polyndmes entiers du second degr6, et Ton pent ajouter que 
ces poljn6mes sont pairs. En faisanto: = o et j? = oo, on voit 
que chacun des deux membres de la formule pr^c6dente est 
egal km^x^\ on a done 

„-.....,.,[pS -(£)■] 

-4-2(a:» — aar)P -j- -h m»(Q« — a?'?*) = o, 

CLx 



(j — 2aa:*-h 



-¥^-m] 



-T-2(a;»- *^)Q^ -h/n*(P« — a7«Q») = o. 

Lorsque m est pair, on pent encore poser j^ = ^ > mais alors 

P ne sera plus un polyn6me entier, mais bien le produit d'un 

polyndme entier par le radical y/ 1 — 2aia:^-\- x*; n^anmoins 
un raisonnement analogue k celui que nous venons de pre- 
senter prouve que P et Q satisfont aux m^mes Equations diff(6- 
rentielles. 
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XXXIII. — Integration des fonctions donblement periodiqnes. 

Les fonctions doublement p^riodiques sont int^grables par 
Ics fonctions 8. Pourle d^montrer, consid^rons une fonction 
F(x) aux p^riodes o) et m; soit une fonction, telle que 

e(a?-+-Tij) = e(a:)e**-^*', 
aw — 6 to = 2 ITC y — I . 

Si I'on consid^re Tint^grale 

air/— iJ 0(^-3 — ar) 

prise le long d*un parallelogramme des p^riodes ayant son 
origine en un point j?o> on la trouvera ^gale a 






27:/— I X. ^"^L'0(^oH-w-i-^-^) 0(a:o-h-5— x)J 

Or de (i) Ton tire 



= a 



^'(x-hm) e'(a7) 



» 



= 6; 



rint^grale (2) devient alors 

^ / bF{z)dz —=: / aF(;5)rf3, 

2ir/— iJxo 27CV/— I«/xo 

quantity ind^pendante de ^0 que nous appellerons C. D'un 
autre c6t^, Pintegrale (2) est ^gale ^ la somme des r^sidus 

de F(;5) v-y :- • Si la fonction 8 est alors choisie du premier 
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ordre et de mani^re k s'annuler pour z = x,le residu relatif 
k X sera F(a:), et Ton aura 

C = F(.)-H^((F(.)))J[l^. 

la double parenth^se Indiquant que le residu est relatif aux 
seuls infinis de la fonction F(2); soit a un inGni de cette. 

fonction, on aura, en supposant F(5) = . ^__ y 
ou 

'^^" ^^^«-i Ll.2...(/l-l) e(z — j:)J.=.a' 

formule facilement int^grable par rapport k x. 

La m^thode que nous venons d'indiquer est due a M. Her- 
mite, et nous allons bient6t en faire des applications. Disons 
toutefois que le calcul d\ine int^grale pent etre assez simple 
en lui-m^me, pour n'avoir pas besoin de recourir au procede 
que nous venons de rapporter; ainsi, par exemple, on a 

I snxax= I ^ * 

en posant snx = u; si alors on prend pour variable z=: u^y 

on trouve 

dz 



f sna: dx = I — 



et rint^gration s^eiTeetue sans difficulte. 

XXXIV. — Gas ou les periodes de la fonction k integrer 

8ont 2K et 2KV— »• 



Si la fonction f{z) a pour periodes 2K et 2K'y/ — i, Tin- 
l^grale 
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prise le long du parall^logramme des p^riodes, a une valeur 
constante G, et cette constante est ^gale au r^sidu 

iC-^^^) H(.-:r) 
ou, en appelant ai, a2, ... les infinis de/(z), 

en posant, pour abr^ger, f{z) = o{z){z — a)", n d^signant 
Tordrc de multiplicite de I'infini a. 

On voit ainsi quey(^) est developpable en une suite de la 
forme 

fix) = G-i- > A 1- > fi 3- -n : -4-..., 

•'^ ^ J^ W\^x — a) ^ dx H(^J7 — a) ' 

<5minemment propre a I'integration : C, A, B, ... sont des 
coefficients k determiner; quant aux coefficients A, ils satis- 
font a la relation 

en effet SA est le residu de/(j3) relatif au parall^logramme 
des p^riodes. 

Si la fonction/avait des points essentiels, son d^veloppe- 
ment se ferait d'une mani^re analogue, mais il se pr^senterait 
sous la forme d'une serie ; pour PefTectuer, il faudrait se don- 
ner la nature des points essentiels {voir § 28). 

XXXV. — De rintegrale elliptiqae de seconde espece. 
L'int^grale elliptique de seconde espece 



Jo /U 



x^dx 



>f{y—x'^){\ — k^x^') 



se transforme en 



Jf sn*ar dx^ 
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quand on y remplace x parsn^, et c'est cette int^grale que 
nous allons ^tudier. 

Decomposons k cet effetsn^o? en elements simples par la 

m6thode de M. Hermite. Ses periodes etant 2K et 2K'^ — 1, 
on posera 

G = —= / sn*ar -jj-^ r ds, 

rint^grale ^tant prise le long d'un parallelogramme des 
periodes, et, comme H(z — x^ n'a qu'un z^ro :r, on aura 

Or on a 

1 H(a:) 



sna: = 



>J~k ^C^)' 



sn^ J? n'a qu'un infini, mais il est double, et il est egal a K'y/ — i . 

En changeant x en Ky/ — i + h dans la fonnule pr^c^dente, 
on trouve 

le r^sidu qui enlre dans la formule (i) est le coefficient de -7 
dans le ddveloppement de 

sn«(K/— i-hA) —7 — V^ { 

H(Kv/— I — a;— A) 



ou de 



~ A: U^/i) L^(^ — ^) 2K J 

J. _i_ r ^'C^ — a:) tt/ITYI 
A* SQ«A Le(^/z — a?; 2K J' 



or la limite de -r- pour A = ^tant un, le residu clierche 



sera 



h 

\_ d_ %'{x) _ \__ e"(j')e'(y)— e''(.r) . 

A2 dx e(a:) "■ A2 e^^) ' 
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on aura done 

G = sn*a: •+■ -i ^ — - — - — —r -^ — • 

k^ e^{x) 

et, pour x = o, 



d'ou I'on tire 



1 e^(o) 



A:« sn*a? = — - — - — — -^^ — - — ^^ — ^^ — - 

e»(o) e^{x) 

Si Ton int^gre et si I'on pose 



Z{x)= I k^sn^xdx, 



on a finalement Texpression que Jaeobi appelle Tintegrale de 
seconde esp^ce Z(j:), a savoir 

La fonction Z(^) est done monodrome et monog^ne et 
s'exprime au moyen de la fonction 8; r^ciproquement on 
pent avoir 8 en fonction de Z(x). En effet, de I'^quation 
pr^c^dente on lire 

X ^ ' «no> a "6(0) 

et, par suite, 

^ ^' -^ e(o)' 

e(:r)=e(o)e®*<^^ * Jo 



XXXVI. — Addition des fonctions de denzieme espece. 
On a trouv^, en posant t^ == ^yr^' 

Z(x)= f k^sn*xdx=ri;x-^^-^; 
^ ^ Jo «C^) 
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on en conclut 

done 

ou bien 

Z(x-H^) + Z(x-x)-2Z(x) = -3jlog-!^ |jiJ^ ^. 

Or on a trouv6 (p, aGg) 

X e«(a7)e»(v) — H*(a:)H»(y) 

e(a?-h7)e(ar-j')= euo) — ' 

la formule prec^dente devient alors 

oil nous avons introduit sous le sierne 3- la eonstante ,,, : 

^ dx ^^{.y) 

en ayant ^gard aux formules qui donnent sna; (p. 262), on a 

d 

Z(x '\-y)-T- Z{x — y) — iZ{x) = — -- log(i — A:'sn*j?sn*^) 

ou, Gnalement, 

Changeons :c en j^ clj^ en x^ en observant que 

Z(— x) = — Z(x), 



on a 



Z(ar-h r) — Z(a7 — v) — 2Z(v)= j— — ^^ '-^ — ^: 

L. — Traite d'AncUyse, IV. 19 
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en combinant cette formule avec la pr^c^dente, 11 vient 

A:*sna?sny(sny cna?daar-f- snxAnycTiy) 
ou bien 

(i) Z(a:-H^) = Z{x)-^Z{j) -\- k^snx say STi{x -¥y). 

G'est dans cette formule que consiste le th^or^me deFaddi- 
tion des fonctlons de seconde esp^ce. On en d^duit, en chan- 
geantjen— ^, 

Z(^ — y) = Z(a7) — Z(^) — k^sTiX sn^ sn(ar — y), 

Ces formules, comme on le verra, sont susceptibles d'une in- 
terpretation g^om^trique remarquable. 



XXXVII. — Integrale elliptiqae de troisieme espece. 

L'int6grale de troisi^me espece, que Ton pent mettre sous 
la forme 






prend la forme sui van te quand on y fait ;; = snxetn=: Arsna: 



i 



dx jsn'a? 







Pour oblenir sa valeur, nous ddcomposerons r^ — 

en elements simples; k cet efTet, nous poserons 



/I dzf^w^z n {z — x) 

2<rc^ir7 I — X:*sn*asn*-$ H(-5 — x) 

sn'a? 



> 



lafonction 7^ — r— ayantpourperiodes2Ket2KV — »> 

si Ton suppose I'int^grale prise le long d^un parall^logramme 
des p^riodesy la quantity G sera constante et Ton aura, en 
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observant que H(-s — x) s'annule seulement pour z=z x^ 



G = 



sn*a? 



sn*-3 



1 — A:*sn»asn*ar C/((i — A:*sn*asn*^)) H(-$ — a?) 



Pour ^valuer le r^sidu qui figure ici, nous commencerons 
par r^soudre r^quation 



I — A:* sn'a sn*z = o, 



que Ton peul ^crire 



A:*sn*a = 



I 



sn^z 



= k 



Q^(z) H^(z-^K'\/^) 



ou 



on tire de 1^ 



d'ou Ton conclut 



sn*a = sn»(5-f-KV— i)l 
sn a = =b sn (.5 -h K' / — i), 



= ±:a-+-KV-i; 



le r^sidu que nous cherchons sera alors 



Li — A:*sn*asn*^ H(-5 — a7)J L i — A:*sn*asn'^ H(^ — x) 



ou, au signe pr^s, 



H^(a-hK^/:^r--g) 



'^2)t«sn*acn(a — KV— T)dn(a-KV^) H(— a -r KV--i — a:) 



OU enfin 



2X:*snacDada 



a[e(ar — a) ~e(:r4-a)J' 



on en conclut 



^ _ sn'r I r e'( x — a) __ B'(x-^-ay [ 

"" 1— A:*sn»asn*2r a/r'snacnadna Le(a7 — a) B{x-^a)\ 
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Pour a: = o, on trouve 



G = -2 



8(a) 2X:^snacQadua' 
on en conclut 

aAr^snacnadnasn^^r B'(x — a) B'(x-ha) S'(a) 

— - — = — ^ : 2 i _f_ 2 — — — • 

I — X:*sn*asn*a? Q{x — a) S{x -^ a) 8(a) 

et, par suite, 

/*' Ar'snacna dna sn'j? _ xS'(a) ,. Q(x — a) 
J^ i — k*sii^asa*x ^ "" ~e(a)" "*" « ^^ 6(3? -ha)* 

On voit, en resum^, que toutes les fonctions elliptiques d<5- 
pendent d'une seule et mdme fonction 8. 
Si Ton pose, avec Jacobi, 

„, ^ r^^X'sna cnadna sn'a? , 
(i) n(ar, a)= / r- — ; dx^ 

la formule precc^denle s'dcrira 

et, en changeant a; en (2 et a en x^ 

_. . a0'(^) K , e(a — a?) 

en soustrayant ces deux Equations Tune de Tautre, on a 

:re'(a) ae'(r) 

iiv^,c*; ^"'^ e(a) e(x) ' 

ce que Ton pent encore ecrire 

II(j:, a) — U{aj x') = xZ(a) — aZ(x), 

C'esl dans ces dernieres egalilcs que consisle ce que Ton 
appelle Vdchange du paramctre et de V argument. 

Si I'on divise les deux membres de (i) par a et si Ton fait 

a = o, on trouve 

n(a', a) 
lim - 
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c'est-a-dire 

,. U(x,a) „ 

lim = Z(x). 



a 



La formule (2) donne alors la formule du paragraphe pr^- 
cedent 



XXXVIII. — Integrales completes. 

Les quantit^s 

J = r X«sn»ar^a7 = Z(K), 

Jo 

f A'»sn»a?t/x = Z(K-t-KV— O-Z(K) 

K 

s'appellent les intigrales completes de seconds espdce; si, 
dans la formule 

Z(X)= IX— --7 , 

^ ' ^ 6(37) 

on fait ^ = K, on a 

(a) J = ?K; 



si, dans la m^me formule, on fait x = K + K\/ — i, on a 

e(K-HKV-ij 



or 



d'ou _ 

et, en faisant x = K, 

e'(K-f-K^v/=^) _ H^(K) Tcy/^ 
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Done (b) donne 
et, en vertu de (a), 

Mais, si l*on forme la d^riv^e de H(j?) et que Ton y fasse 
^ = K, on trouve H'(R) = o ; done 



J'/^=CK'v/=^-h 



7C y — 



1 



2K 

ou 

(^) -^-^^'-^^^ 

si Ton rapproche cette Equation de (a) et si Ton ^limine l^, on a 

(3) J'K-K'J = -, 

2 

relation remarquable entre les integrates completes. 
II est facile de voir d^ailleurs que 

Z(a:-f-2K)= Z(a?)-+-2J, . 

Z (a? -t- 2 K' /=T) = Z(a?) -4- 2 J V^. 

Si, dans I'^quation 

U{Xj a)— n(a, 3?)= aZ{x) — a?Z(a), 



on fait a; = Ket ^ = Rh-KV~~ *'®^ posant II(K, a)= U, 
n (K + K' V ^^,a)— II(K, a) = n' v/^^ et en observant que 

n(a, K) = o et n(a, K-hKV~i^) = o, 

on a 

n = n(K, a) = a J — K Z(a), 

v/=:Tn'=aJ'/=^-K'Z(a)/^; 

en combinant ces Equations de mani^re k ^liminer Z(a), on 
trouve, en vertu de (3), 



2 
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XXXIX. — Lea fonctions Al de Weierstrass. 
Reprenons la formule 



on en tire 



/ 



(a?) = tx ^ — -: 



et 



.-/ 



X 

6(0) 



C'est cetle fonction que M. Weierslrass d^signe par Al ( jc) : 
il pose 

- / Z{x)dx r^*(^f^\ 

e(o) /A- 

6(0) y k 
\hx=.X\xdnx =c"^T^(^)/P; 

Al|a?-h Al}a? = Al«a:, 
Al|a?-4-A:*Al}^ = Al«a7. 



on a alors 



Les fonctions Al ne sont plus periodiques, niais elles appar- 
tiennent encore a la classe des fonctions auxiliaires ou fonc- 
tions th^ta. Les formules relatives aux fonctions 8 donnent 

Al (a? -I- aK) = Al ar e-«('+K), 
A\i(x -f- 2K) = — Al,ar e-^C+K), 
Al,(a? H- aK) = — Aljar c-«(j?+K), 
Al3(a:4-aK)= AUa?c-«J(^*'), 

Al {x + 2K'/^^) = — Al are-«V^('+K'i^), 
All (a? -+- aK'/^) = — Aliare-«J'/=»('+»i'v^), 
Al,(a? 4- 2K'/^) = Aljxe-^'v^C'+K'/^), 
Al, (a? -+- 2 K' v/^^H") = Aljaje-J^'v^C'+K'/^ ) 
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XL. — Utilite des fonctions AI poor le developpement 

en serie. 

Les fonctions 8 son td^veloppables en series ordonn^es sui- 
vant les puissances croissantes de x^ mais ces fonctions sont 
loin de se d^velopper aussi facilement que les fonctions Al, 
dans le d^veloppement desquelles le module entre sous forme 
enti^re. Pour effectuer le d^veloppement des fonctions Al , on 
part d'^quations lin^aires que nous allons d^abord ^tablir. 

On a trouv^ 

done 

si, dans cette formule, on remplace x par ^ + R, 

ar + K'/^, a? -4- K 4- K V-^, 
on a les formules suivantes : 



rf*logHiC:r) dn'ar __ 

En introduisant alors les fonctions Al, on a 



(«) 






dx'^ 



\ 
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Ces Equations dii second ordre soDt^mlnemmenlpropres au 
d^veloppcment en s^rie par la formule de Taylor, car on pent 
en d^duire les d^riv^es successives des Al; nous n'effectue- 
rons pas ce d^veloppement, nous ferons seulement observer 
que les coefficients du d^veloppement sont des poIyn6mes 
entiers en k^ (p. 127). 

Si, entre I'^quation 



ou 



4- A:' sn*a? = o 



et 

sn'*x = (i — sn*a7)(i — X:*sn'a:), 

on ^limine sno:, on aura 

fd^uy ,d^uf d*u\/,^ d^u\ 

u d^signant logAl(^). En faisant -^-^ = v, on a 

el les quatre fonctions — -r^ — - satisfonl a cette Equation 



XLI. — £qaation8 anx derivees partielles. 

On a 

B{x) = I — 2q cos-|^ ■+- aflr*cos— j7 . . . 

Jv. iv 

mzx 



-+-( — i)«2Gr«*cos— ^r, r-..., 

Iv 

on en conclut 



dB 21c . 1ZX iiz , . aira? 

d'6 /ir\* ica? /2ic\* . 21:0? 

5i« 



(ic\* TZX /2ic\* I 2i:i 
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D'un autre c6t£, on a 

dB Tzx , ^ ^izx 

y J- = — a^r COS-=^ H-2.4^*COS— =T .. . 

(. TZX , . mzx \ izqx dK 

il en resulle 

^ dq" \k) dx* "K" dq dx' 

si Ton remplace par Al, on irouve alors 

d^Al ,, dX\ ,,,^dX\ ,, ,,, 

-—-r -f- 2A:»-8 h 2A:A: * --7- + k*z* Al = o. 

aa;* dx dk 

On arrive d^unefagon analogue a des Equations diflferentielles 
pour All, AI2, AI3, ne difT^rant de celles-ci que par le der- 
nier terme qui, au lieu d'etre Ar^.s^ Al, est 

(X:'«-4-A:«ar«)Al,, (i-i- A:«a:«)Al„ (Ar^-i- A:«ic«)Al,. 
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FONCnONS MODULAIRES. 



I. — fqnations differentielles entre les periodes. 



D^signons par A le radical y/( i — ^")(i — k'^x'^) et posons 



rdx r. 



les int^grales ^tant prises le long d'un contour ferm^ conte- 
nant deux des zdros de A, on aura 

du _ , rdx ar' 
dk~ J "a i^k^x^' 

* ds? 
dk 

De r^quation identique 



— k r^ ^* 



d x(i — ^*) __ I — a?« k'^x^ 

dx A ~ ~A (I — X:«ir«)A' 

en verlu de (i), on tire, en int^granl, 
, . k^ du 

d^ailleurs on a, en verlu de (i), 
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Ces formules (2) el (3) conduisent aux Equations du second 
ordre 

Les Equations (4) et (5) sont salisfaites quand on remplace u 
par une p^riode quelconque de I'integrale elliptique de pre- 
miere esp^ce, et p par une periode de Tint^grale de seconde 
esp^ce. Ainsi, par exemple, A et B designant deux constantes 
arbitrairesy AK + BK' sera I'integrale g^n^rale de (4). 
Reprenons I'equation (3) et ^crivons-la ainsi 

du k , 
si Ton pose successivement dans cette formule 

Jo ^ Jo ^' 



et 



M = K 

k 






on aura 



u = y/— I , 

dk~k'*\ k^J 



dk 
et, en rempla9ant J et J' parleurs valeurs (a) el (6) (p. 394), 



dK _ k ( K\ 

dk ~ k*\ ^'k* aK>t«/' 
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r^limiDation de s entre ces deux formules fournil la relation 
tr^s importante 

^^^ dk " kk'^' 

dont nous aurons bient6t Toccasion de nous servlr. 

II. — Definition et proprietes des fonctions modnlaires. 

Nous avons trouv^ (p. 269) entre les modules el les periodes 
les relations 

(1) ) ^ ei(o) Oi(o; (i + y)Hi-f-S^»)'(i4-9*)^.. 

1 ^ (I -/>)^i-/)3)«(i -/)»)«... 

( ^P= iM = li^ ^ (,^y)l(i-y3)»(,_y>)»... 

(2) i ± 

_ 2/>»(i -f-/?^)'(i -t-/?^)«(i -^p^y^ . . 

D'ailleurs, si Ton fait ~ = p et si Ton pose 

I e.(.\= yf^q^ji -f- y^)(i -f- y*)(i -f- y^)» . . 

(l-l-/?)Cl-+-jD3)(l-|-/>'')../ 



(4) 



(i + 5r)(i-H5r8)(i-h9»)... 



on aura 



A:« = cp8(p) et X:'» = <|;8(p); 
ii ne faut pas d'ailleurs oublier que 

K' K W 

(5) q = e *^ = e-*fp, p = e *^ =z e P 
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Les fonctions (p et ^ sont ce que Ton appelle les fonctions 
modulaires, Elles ont €li ^ludi^es par M. Hermite (Com/7te5 
rendus de I'Acadimie des Sciences, i858). Liouville s'^lait 
occupe, des 1840, des fonctions Ket K' consid^r^es comme 
fonctions de k^ {Comptes rendus de VA cadimie des Sciences, 
1840; reproduit dans son Journal, mdme ann^e); il a prouve 
que ces fonctions ne sauraient ^tre r^ductibles aux fonctions 
algebriques. 

Premiere propri£t£. — Les fonctions modulaires sont 
monodromes et monogines dans toute Vitendue du demi- 
plan situi a droite de Vaxe desy ; elles ne sont pas difinies 
pour les valeurs de p situies h gauche de cet axe; le point 
d Vinfini est un point essentieL 

C'est ce qui r^sulte de leur definition m6me par les equa- 
tions (3) et (4). 

Deuxiemepropri^ti^. — Si Ton ^crit lesformules(3)et(4) 
en mettant a la place de 7? et ^ leurs valeurs (5), on voit que 
I'on a 

Troisieme propri6t6. — On a evidemment aussi 

ety par consequent, 

r^{p -t- 2 )/^) = e *~<?(p); 

il en r^sulte que f (p)^e reproduit aufacteur e * pres, 
quand on change p e/i p -h 2 yj — i : done (f^{p)apour pi- 
riode 2 ^ — i . 

Quatrieme proprii£t£. — On a 



done ^(p) a pour p^riode 2 y/ — i . 
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CiNQuiEME propri6t6. — Quand on remplace dans le calcul 

de k les p^riodes 4K et aK'^ — i par d^autres p^riodes ellip- 
tiqueSy k conserve la m6me valeiir^ done, quand on pose 



on a 



2/n-+-i-+-a/npv^— i 



III. — Fonctions modnlaires inverses. 



Nous poserons 

<p8(p)==ar, 

et nous en deduirons 

p = TS{X), 

Voici maintenant quelles vont ^tre les propria tes de celte 
fonction m{x). Cette fonction est ^gale a-j^> K' et K ^lant 



donnas par les formules 










K'= / ^- 






ou /r^ == a:. 

K et K' sent des fonctions synectiques de k'^ = x quand le 
point X n'est pas contenu dans un contour ferme renfermant 

K' 
Tun des points o, i. II en est de m£me de ^ = ^(^)' 

Examinons ce qui se passe autour du point o. On peut 
d^velopper K en s^rie ordonn^e suivant les puissances de A"^, 
et Ton a 

/ /T— ^J\ a 2.4 / 



"-[-©'"-(rl^-i 
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mais Inequation (6) du § I, ^ savoir 

K' ^K — K dK' _ It 
^^^ dk ""Jypi' 

divis^e par la pr^c^dente elev^e au carr£, donne 

K do I I [ /i\* , 1-* 

—dF "" -tk = iHrijr)V-^[z)^'-^-'\ • 

do 
II en r^sulte que -jj est d^veloppable sous la forme 

et que Ton a 

— p-t-Po= -(logy- -hA hB — -h...— A-^ — B-^— ... ), 

Ato) Po) a, B, ... d^signanldes constantes. On voit que 

x)-\-m(xQ)= — log h A h. . . 

' aic °a7o 2 

et, par consequent, tit(x) prend autour du point o une infi- 
nite de valeurs qui se permutent les unes dans les autres 

I X 

comme les valeurs de loff— • 

Pour voir comment se comporle la fonction w^x) dans le 
voisinage du point ^ = i , on d^veloppera K' suivant les puis- 
sances de A^, et Ton aura 



K'='r[i^(i)V« + ...] 



el, en faisant usage de la formule (A) deja employee tout a 
rheure, on trouve 



f^ 
'^K' 



dk 
ou 



=d^ha)'---] 



--3F=^'[-^Gy*"-^---] 



I — a? 

JTq 
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et, en integrant, 

— w(x) — w(Xfi) = - log-, — h A -h. . . 

ou 

— 73(37)— m(a7o)= — log -!^^ -+-..., 

2 Tt I — Xq 

et T3(x) se comporte dans le voisinage du point i comme la 
fonction loe 

27: '=' I — 

En dehors de ces points o, 1 1 oo, qui sont les seals points 
critiques deTiy(:c), cette fonction n'est jamais nulie niinfinie; 
il faudrait en efTet, pour qu^il en f6t ainsi, que Ton exit K ou 
fL'= Oy car ni K ni K' ne sont jamais iniinis, mais 

sn(a7-i- aK) = — sna?, 

quel que soit J? : done K ne saurait ^tre nul ; pour une raison 
analogue, K' ne pent pas s'annuler: done w(x)= -^ nepeut 
s^annuler non plus. c. q. f. d. 

IV. — Theoreme de M. Picard. 

Th^oreme I. — Soit G(x) une fonction synectique dans 
toute Vetendue du plan, mais possddant un point essentiel 
d Vinjini; si a etb sont des nombres tels qu*il n'exisle pas 
devaleur finiedex^ telle que l'onaitG(x) = a, G(^)= 6, 
la fonction G(x) se reduira ct une constants 

On peut, sans nuire k la gen^ralit^, supposer a= o,b = i\ 
car, si/(;r) est une fonction qui ne passe ni par la valeur a 

ni par la valeur 6, il existera une fonction G(^)= / _""^ 

qui ne passera ni par la valeur o ni par la valeur i pour des 
valeurs fmies de x. Nous sommes done ramen^s k d^montrer 
que, si une fonction G(x) ne passe ni par la valeur o ni par 
la valeur i , elle est constante. 

A cet effet, consid^rons la fonction Tiy[G(:c)], ^{z) desi- 
L. — Traite d' Analyse, IV, ao 
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gnant la fonclion modulaire inverse ^tudi^e au paragraphe 
precedent. Cette fonclion Tiy[G(j?)] est monodrome; en effel, 
G{x) ne devient jamais egale a o ou i . Alors, quand le point a: 
d^crit un contour ferm6 C, le point w[G(^)] d^crit un con- 
tour correspondant C; si Ton suppose que le contour C se 
d^forme et devienne infiniment petit, le contour C se d^forme 
aussi sans jamais franchir les points o, i et devient lui-m^me 
infiniment petit. Les valeurs initiate et finale de G{x) et de 
m[G(a;)] sont rest^es les mSmes, et comme, en dernier lieu, 
elles sont infiniment peu dilT^rcntes, il faut qu*elles soient 
restees les m^mes : le contour C est done fermd, et la fonc- 
tion w[G(a;)] est monodrome dans toute I'etendue du plan. 
Mais la fonction e"^^^'"^^^ est synectique dans toute T^tendue 
du plan ; comme Tij[G(.r)], elle a un module toujours inferieur 
k un, puisque la fonction n; a sa partie r^elle positive; done 
^-tar(G(rj]^ ayant un module toujours inferieur a une quantite 
finie, est une constante; done tit[G(x)] est une constante, 
done enfin G(x) se r^duit aussi a une constante. 

c. Q. F. D. 

Th^oreme II. — Soitf{x) une fonction qui n^a d'autres 
points singuliers d distance finie que des pdles et qui est 
d^ailleurs toujours monodrome et monogene : line peut y 
avoir plus de deux valeurs finies a et b que f{x) ne puisse 
prendre pour des valeurs finies de x. 

Si la fonction /n'a que des p6les, elle peut se meltre sous 
la forme f[x)=: VT\^ ^* ^^ ^^ designant des fonctions 

synecliques dans toute Telendue du plan (t. Ill, p. 3^1); 

or, f{x) ne passant ni par la valeur a ni par la valeur fe, on 

n'aura jamais 

Gi — a Gj = o, Gi — 6 Gj = o : 

done on peut poser 

Gi — a Gj = e'*, G| — 6G|=cQ, 
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P et Q d^signant des fonctions synectiques dans toute 
Tetendue du plan ; par suite, 

^ be^ — ae^ ^ e^ — eQ 

o — a b — a 

et 

., , be^ — ae^ 

Je dis maintenant que Ton peut satisfaire k T^quation 

be^ — ae^ „ ^ a — c 

— n 77- = c ou eP-Q = , 

e* — e« b — c 

c'est-a-dire que Ton peut prendre f{^) egal k c. Comme a, 

b. c sont des nombres difT^rents, t n'est ni nul ni inilni : 

en le d^signant par A, P^quation pr^c^dente donne 

P — Q = logA -4- amic / — f . 

Or la fonction P — Q n'a qu'un point critique au plus et a 
rinfini, il n'y a qu'une valeur qu'elle ne puisse prendre; elle 

pourra done prendre Tune des valeurs de log A + 2mu y/ — i 
a moins d'etre constante, mais alors la fonction f{x) elle- 
m^me serait une constante; done, etc. c. q. f. n. 

Ces deux tWoremes ont 6t6 d^montr^s par M. Picard 
(Annates de VEcole Normale, 2* s6rie, t. IX; 1880) qui 
leur a donn^ une certain e extension. II serait bien a d^sirer 
que Ton afiranchit leur demonstration de la consideration 
des fonctions elliptiques. 



V. — Snr le probleme de la transformation. 

Le probleme de la transformation, tel que I'a pos6 Jacobi 
dans les Fundamenta nova, semble surtout avoir pour but 
la simplification des int^grales elliptiques et leur reduction 
aux types definitifs, canoniques, si je puis m'exprimer ainsi; 
mais le probleme de la transformation conduit k Tetude des 
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fonctions elliptiques, considerees comme fonctions du mo* 
dule. 

Nous restreindrons le probl^me de la transformation au cas 
particulier que voici : 



(0 



Etant donnie V equation differentielle 

dx dy 



trouver dans quels cas y peut itre fonction algihrique 
dexety quandy est fonction algibrique dex^ determiner 
cette fonction, 

C'est Al>el qui a pos6 la question en ces termes et qui a 
donn^ en m6me temps les moyens de la r^soudre; Jacobi 
supposait seulement, comme on se le rappelle, y fonction 
rationnelle de x. Si nous d^signons, pour abr^ger, par A(j;, k) 

le radical y/(i — ^^)(i — k^x^^^ F^quation (i) donnera, en 
appelant a une conslante et en ^galant chacun de ses deux, 
membres ^ dz^ 

d'oii Ton tire 

x = su{Zjk)j y =su{giZ-{-af ki), 

Le probl^me de la transformation, tel qu'il a ^l^pos^ par 
Abel, peut done s'^noncer ainsi : 

£tant donni un module A:, determiner un nouveau ma- 
dule k{ , tel que sn(^4 ^ 4- a, k^ ) soit lie d sn(5, k) au moyen 
d'une equation atgdbrique. 

Nous nous occuperons seulement du cas ou sn(^i 5 -f- a, kt) 
peut s'exprimer rationnellement en fonction de sn{z, k) 
ou sn^, auquel nous adjoindrons cnz et dn^. 

Ainsi, en definitive, le probl^me de la transformation pour 
nous va consister a : 

Calculer sn{g^z, ki), cn(^,5, Ar,), dn(^,^, Ati), en f one- 
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lion rationnelle de sn(s, A:), en (5, k), dn(5, A:), toutes les 
fois que ce sera possible, et d determiner les cos dans les^ 
quels la solution est possible. 

VI. •— Redaction dn probleme. . 



D^signons par 4K et 4KlV — * ^^ syst^me de p^riodes 
elliptiques (p. 262) commun aux trois fonctions sn(^, /:), 

cn(;r, k), dn(:r, A:), et par 4K.0 4 K-'i y/ — > "i^ systeme de 
p^riodes elliptiques commun aux trois fonctions sn(^| Xj k^ ), 
cn(^i J?, Ati), dn(^i j?, Ati). Les derni^res fonctions devant 
3'exprimer rationnellement au moyen des premieres, il faudra 
que Ton ait, a, by a'j V d^signant des entiers, 

el, si Ton suppose les parties r^elles des rapports -^ , —■ posi- 
tives, 

ab'^ba'=Z 
sera positif. 

Pour r6soudre le probleme de la transformation, nous le 
d^composerons en d'autres plus simples. 

Soient D le plus grand commun diviseur de a et 6, et =r = a, 
g = P; soient a' et P' deux entiers satisfaisant k 

Posons 



on en d^duira 



K; /=r7 = _ a'K, H- aK; /— 7 



et, par consequent, 

K = DK„ 

K'/ir7 = (a'P'-6'a')K,+(a6'-3a')K;/^- 



L 
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II r^sulte de Ik que Ton pourra effectuer la transformation 
en plusieurs fois el passer successivement des fonctions aox 

p^riodes 4K.i> 4^\\^ — * si^^ fonctions ayant pour p^riodes 

4K2, 4^-2^/ — I, . - . , aux fonctions ayant pour p^riodes 4K, 

4 K'^ — f , ces p^riodes etant li^es les unes aux autres par les 
relations 



Kj = K2, 



(a) 



(3) 



(4) 



K',/=l = K', /-«(«*'- Po'), 
K4 = Kj, 

K = DK„ 



Les modules des substitutions (i) et (3) sont ^gaux k un : 
quant aux substitutions (2) et (4)i elles s'efifectuent en con> 
servant une p^riode et en divisant I'autre par un entier; nous 
YoiU done ramen^s a ^tudier deux esp^ces de transformations : 
1 ^ celles pour lesquelles la substitution entre les p^riodes est 
unimodulaire ; 2^ celles dans lesquelles on divise Tune des 
p^riodes par un nombre entier, et mSme par un entier pre- 
mier; car celles-la peuvent s'effectuer au moyen de plusieurs 
autres dans lesquelles on divise successivement la m^me 
p^riode par des nombres premiers. 



VII. — Transformations loumies par des substitutions 
UDimodulaires entre les periodes. 

Les transformations que nous allons etudier correspondent 
k des relations de la forme 



K = aKi-f-pK;v/^, 



FONGTIONS MODULAIRES. 3ll 

entre les p^riodes, avec la relation 

Nous les partagerons en six classes, d^apr^s les restes de la 
division de a, p, a', ^' par 2 compatibles avec la condition 
a^' — Pa'= I, qui exige que, si Tun des nombres a, P' est 
divisible par 2, aucun des nombres p, a! ne le soit et vice 
versa : 



I** classe a 

2" w a 

3* M a 

4* » a 

5" » a 

6" » a 



h 


p-0, 


a'_o, 


p'=i; 


«. 


P=o, 


a'^i, 


P'=i; 


I, 


P-I, 


a =50, 


P'=-=i; 


I> 


P"., 


0'— I, 


P'-o; 


0, 


p-1. 


a'— I, 


P'-i; 


0, 


P-I, 


a_i, 


P'=o; 



le signe ^ repr^sentant une ^galit^ dans laquelle on andglig^ 
les multiples de 2. 

Or je dis que toutes ces transformations se ram^nent a la 
premiere classe; si, en effet, apr^s avoir effectu^ une transfor- 
mation de premiere classe 



(i) 






on eflectue la nouvelle transformation 

K = K„ 

Kv/=^=K;/I^-hK„ 
on aura 



(A) 



I KV=^ = («-+-«')K,-i-0-f-?')K'V=:7; 



les nouvelles valeurs des coefilcients sont, en n^gligeant les 

multiples de 2, 

I, o, I, i; 



la transformation (A) est done de seconde classe. On verra 
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de m^me que, si Ton effectue une transformation de premiere 
classe, puis la transformation 

K = K, -+- K; /=7, 

on obtiendra une transformation de troisi^me classe. 

Apr^s avoir effectue une transformation de premiere, de 
seconde ou de troisi^me classe, il suffit de faire 

K'v/^^=— K, 

pour obtenir respectivemeot une transformation de sixi^me, 
de quatri^me ou de cinquieme classe. 

Ainsi toutes les transformations possibles se ram^nent : 

i^ A des transformations de la forme 



K = ( 2 m -h I ) K| -+- 2 /I K', /—I, 
m-^- n ^tant divisible par 4) ^^Q que I'on ait 

K' K' . 
et que les rapports -jf et -j^ soient positifs ; 

2° A des transformations de la forme 

K'/^ = K'iv/^ ou =K,-^k;/^; 

3** A des transformations de la forme 



KV=T=K,; 

4^ A des transformations dans lesquelles on multiplie une 
seule p^riode par un nombre premier. 
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Vin. — Methode generale pour effectner les transformations 

precedentes. 

CoDsid^roDS une transformation quelconque representee 
par la substitution unimodulaire 

K = aK,-+-pK',/=7, 

Appelons ©', H', B',, H, ce que deviennent les fonctions 6, 

H, ©I, H| quand on remplace les periodes 41^ 6t 4 K' ^ — i 

par 4K.I et 4K, y/ — i; les premieres fonctions ont les m^mes 
z^ros que les secondes. Ainsi S' a les m^mes z^ros que Tune 
des fonctions 6, H, StjH^ : done ces fonct;ons, k I'ordre 
pr^s, sont ^gales deux k deux, k un facteur exponentiel pr^s de 
la forme (p. 233) 

gAx«-4-Ilr4-C 

A, B, C d^signant des constantes. Supposons, par exemple, 

ei(ar)=H(ar)6Ax«+Bx+C; 

les fonctions S\ et H sont paires ou impaires : done elles 
doivent £tre toutes deux de m^me parite et B doit ^tre nul. 
Ainsi 

(A) e',(ar)=H(ar)eAx«+C; 

done, en augmenlant x de la p^riode 4^j 

e'l (a? -h 4 a K, -h 4 P K; /^ = H (^ ) eA(jr+*K)«+c . 



mais 



e'l (x -h 4aKi4- 4 pK'i v/=^) = e; (ar -+- 4 p K'/^) 
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done r^quation pr^c^dente devient 
et, en tenant compte de (A), 






On a done 



?^/ 



^ — ^ {x -+- K'l /=n") = 8 AKar -4- 16 AK»-+- C -h aXic /^, 
X d^signant un entier; on en deduit 

2 Pit / — I _ 

ou 



-•3i_:=8AK 



^^__P7r/^ 



4KK 



1 



Quant k la constante G, on la d^termlnera en faisant j; = o ; 

au nombre tXtz \J — i pr^s, elle est la m6me pour les quatre 

formules analogues a (A), et, comme ce nombre aX-rey— i 
peut £tre n^glig^, on peut la regarder comme ^tant la meme 
pour les quatre formules en question. 

S'll s*agit d'une transformation de premiire classe, ©', H', 
6',, H'^ sont proportionnels a 6, H, ©i, H|, car ils ont, en 
vertu des formules 

K = (2w-M)K, -+-anK, v^— i, 
K'/==7= 2m'K,-f-(2/i'-h i)K; v/^, 

les m^mes z^ros respectivement; on a done 

v/X:isn(^,a?, A:i) = /^sn(ar, k), 
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Si I'on fait x = o dans ces deux formules apr^s avoir divis^ 
la premiere par x^ on trouve 



v^^'=v^- i/i=v/i= 



done k^ = k^, ^^ = 1; alors la transformation ne pr^sente 
rien d'int^ressant. 

S'il s'agit d'une transformation dans laquelle on conserve 
una p^riode, une m^thode analogue raontre que gi=^ ± k 
et k^k^^ = I , et que Ton a 



sn[ A:2^| -r ) = k snu, 
en (kuy j] = dnu, 
dn ( ku, T ] = cni4 ; 



s^il Skagit d'une transformation dans laquelle on permute les 
p^riodes, si Ton pose, par exemple. 



on trouve 



^ ' ^ cn(a7, k) 



IX. — DiYision d'one periode par deux. 

LtC probl^me de la division des periodes pourrait £tre resolu 
par le th^or^me de Liouville, puisque, tel que nous I'avons 
pr6sente, il permet de calculer, par exemple, un sinus am- 
plitude en fonction d'un autre qui a une periode m fois plus 
grande, c'est-a-dire, en definitive, ayant avee lui une periode 
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commune. Mais on donne ordinairement une autre solution 
de la question. 

Proposons-nous tout d'abord de calculer les fonctions ellip- 

K 

liques relatives aux quantit^s — et K' en fonction de celles 

qui sont relatives aux quantit^s K et K'. Soient B^^\ W*\ 
©'/\ H\*^ ce que deviennent les fonctions auxiliaires 0, H, 

©I, H| quand on y remplaceK par — ; soient sni^:r, en i^j:, 

dui^o; ce que deviennent par ce m^me changement snx, 
cnx, dn^r; soient enfin kt et k\ les nouveaux modules. 
Les fonctions B^*\ 66 1 et HH| satisfont toutes les trois 

aux Equations 

0(a?-f-!iK) = 0(a7), 

Tune d'elles est alors une fonction lin^aire des deux autres, 

et Ton a 

e^i^a?) = Ae(a:)0,(^)+ BH(a?)H,(a:). 



On d^terminera la constante B en faisant x = K!^ — i; 
6(x) et &^*^(x) s'annulant, on a B=:o et, par suite, la for- 
mule pr^c^dente &e r^duit a 

en changeant ^ en ^ H ou en a: -i- K'y/ — i ou en 

x-\ h K' /— I , 

on obtient le groupe 

Hi*)(a;) = AH (ar-f- ^)h, (a:- ^) ; 
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si Tod se reporte alors aux formules d^additioa (p. 269), on 
! peut ^crire 



e«(^)0«(^)~H«(|)H«(^) 



ein(.)= A ^^1^ e^l^ ' 

La constaDte A se d^termiDerait, par exemple, en faisant 
X = o dans la premiere formule. On tire de ces formules, par 
division, 



^Tc[stkigx = k 



sx\x cnx 
dnrr 



Les constantes 6(-]el H( — ) s'obtiennent en faisant 

X =1 a= — dans Ics formules d^addition qui donnent 
2 * 

6(37 -t- a)e(x — a) 

et 

6(a7 — a)H(a?-+-a). 

Si I'on divise par x la premiere formule et si Ton fait j? = o, 
on a 






/A- 



„Kt) 



v^ " e«(o) 
et le probUme de la transformation est encore rdsolu dans ce 
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cas. II resle k calculer ^/^"^ et ^".^ ■ Appelons ccs quan- 

litis X eiyy en faisant x = a= — dans la formule (p. 269) 
qui donne S{x — a)S(x + a) ; on trouve 

e(o) -^ /A-' 

la formule (2)(p. it 06) donne ensuite 









d'oii I'on lire a: et ^ en fonction de k et A*' si Ton y lienl. 

La division dc I'aulre piriode par 2 s'efTectue d'une fagon 
analogue : appelons 6^*^, H^*^, ©,*', H^,*' ce que deviennent 

les fonctions auxiliaires quand on remplace K' par — Les 
fonctions 



et 



satisfont aux Equations 

0(a;-h2K)=e(j:), 

on a done 

A el B disignant deux constantes. Si Ton fait x= — - — -, 

S^*^{x) s'annule ainsi que le coefficient de A, done B = o, 
done 

eu.(.)=Ae(..-?^)e(.-^). 
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K' \l I K' 1/ I 
Changeant a? en a? + K, a: H > a: + K H ^^ , on 

a trois autres formules qui, trait^es comme lout a Theure 
ont ^t6 trait^es les formules analogues, fourniront la solu- 
tion du probl^me de la transformation pour le cas qui nous 
occupe. 

X. — DiTision d'one periode par an nombre impair. 

K 

Supposons K|= — > n d^signant un nombre impair, et 

K', = K'; designons toujours par 6^*^, H<*^, 6'^*', H^/' ce que 

deviennent 0, H, 0| , H| quand on y remplace K par K| = — • 
Si Ton consid^re les fonctions 

/I— 1 
/«= — 

X 



{X) et JJ e(^+:j2K), 



'"=- 2 



ces deux fonctions satisfont aux relations 

e(a?-f-K)=0(a7), 

leur rapport est done doublement p^riodique. En outre, les 
deux fonctions en question ont les m^mes zeros : leur rapport 
est done fini el, par suite, se reduit a une constante A; on 
pent done ^crire 

e(i) (x) = xj^e (x -^ ^ 2k\ 

HV»(ar)= AjjHi(a7 4-^2KV 
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Si, dans ces formules, on r^unit les facteiirs correspondant 
a des valeurs de m ^gales et de signes contraires, on a, en 
faisant usage des formules (p. 269), 

et A se calcule en faisant :r = o. 

Les produits ont cette fois pour limites i et Par divi- 
sion, on obtient sui^j;, cn^gx, dui^^ en fonction de snx, 
cnx, Anx : 



n 



n 

I — A' sn' — aK sn*ar 
n 



n 



-^dn.^. = (l)'d„xIj/-_^ 



n 

I — A-*sn* — tkKsn^x 
n 

dn* — 2K-hdn«jp 



— I 



t^sn* — 2Ksn*j7 
n 



Si, dans la premiere formule, on fait x = o apr^s avoir divis6 
parx, il vient 

en faisant ^ = o dans les autres, on a 



n 



t/i=(r)'n<""?'>'- 
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On tire de ces derni^res Equations 



cn> — 2K 



""> *5 = *"Il7T^ 



— > 

dn8-2K 
n 



* * = *'»n 



dn8- 2K 
/I 



On diviserait d^une fagon analogue la p^riode K! par un 
nombre impair. 

Les modules ki et k des fonctions sn^^^ et snx sont li^s 
entre eux par la relation (m)] cette relation est ce que Ton 
appelle Yequation modulaire; elle tient une place impor- 
tante dans la th^orie des Equations et nous n'avons pas a nous 
en occuper ici. 



L. — Traite d* Analyse, IV. 21 
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CHAPITRE X. 

APPUCAHONS GfiOMfelRIQUES DE LA THfiORIE DES FONCTIONS 

ELLIPTIQUES. 



I. — Snr les arcs d'ellipse. 

C*est r^lude des arcs d^ellipse qui a doDn6 naissance a la 
th^orie des fonctions elliptiques; c'est par T^tude des arcs 
d'ellipse que nous commeTicerons les applications g^om^- 
triques de cette th^orie. 

Nous poserons avec Legendre 

(1) f "^l =F(?)=F(A:,y). 

et nous aurons 

(2) sin^ = snF, cp = amF; 
nous poserons aussi 

(3) / /i-A-«sin«(^c^? = E(^) = E(A',(p); 
nous trouverons alors 

E{o)= / -— ^■ --— - - / -I_ do. 

Nous d^signerons la seconde int^grale par J(y); nous aurons 
ainsi 

(4) E(cp) = F(cp)-Jf(p) ou J(^) = F((p)-E(cp). 
D'ailleurs on a 

(5) J(amFj = Z(F). 
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Consid^rons line ellipse d^axes 2 a et 2 6 ; elle peut dtre repre- 
sentee par les Equations 

on en conclut, en appelant s Tare, 

ou, en comptant Tare a partir du soramet, 



s = f /a* cos' cp -f- 6» sin* cp fl?<p 



011 



En posant 



on a done 



= a I /i — A-*sin*«p fl?©. 



a ~ a 



5 = E(^)=F(9)-J(cp), 



si Ton suppose a = 1 ; £(©) repr^sente, comme on voit, Tare 
d'elllpse. Si Ton prend F pour variable, on a, pourrepr^senter 
Tellipse, les equations 

i a7 = snF, y = 6cnF = Xr'cnF, 
(6) 

^ ^ ^5 =F-Z(F). 



II. — Theoreme de Fagnano. 

Si, dans les formules d'addition des fonctions de seconde 
esp^ce 

Z{x-\- y) — Z(x)— Z(jr) = k^snxsnysn{x-hy)j 

on pose <p = am X, •} = amj^, on trouve, en verlu de (5), 

J((p -i-^P) — J((p)— J(i};) = A:*sincp sin<J;sin(cp-i- ^|;) 

ou, en vertu de (4), 

F(<p-f.4;)-E(?-f-^)-F(cp)^F(t;;)-+-E(?)-hE(ij.) 
= A:' sin ^ sin t}/ sin ( ?p -h 4' ) > 
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en observant que F(y h- <{;) = F((p) -f- F(i{^), puisque 

<p = amF(<p), <]; = amF(4') 
et 

(p -+- 4^ = amF(<p -+- <]/), 

on a simplement 

E(cp-+-t}/) — E((p) — E(<J;)= — A'*sin<psin4'sin(^ -h4')"» 

mm 

si Ton fail y -i- ^ = - el si I'on appelle 4E le p^rim^tre total 
de Tellipse de demi-axes i et A/, on a 

E — E((p) — E(4/) = — /i:« sin<p sini}/. 

Cette formule monlreque lesarcs E — E((p) el E(<}/) ont une 
difft^rence reclifiable. Les anomalies cp et <{/ des extremit^s de 
ces arcs sont li6es par la formule 

cos- = cos<pcos4' — simp sin<J^i i — A-* sin*- J 

ou 

o = coscpcosci' — sincp sin^A:' 
ou 

tang<ptang<J;= -p. 

De la d^coule le th^or^me de Fagnano : 

Th^oreme. — Soient ^ et ^ deux anomalies telles que 

tang^tangi|;= -^7; 

les points M et N qu'elles diterminent sur I* ellipse sont les 
extrimites de deux arcs comptis Vun a partir d^un som- 
met relatif au petit axe, I* autre d partir du sommet rela- 
tifau grand axe; la difference de ces arcs sera rectijiable. 

Nous allons donner sous une forme ^l^gante Texpression 
d/e cette difference : T^quation de la normale k Tellipse est 

X cos (p — A^y sin <p — k* sin f cos y = o ; 
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la distance / du centre a cette normale est 

A:* sin© cos op 

C ■ — 



\J\ — A:^sin*cp 



Si Ton se donne /, on en d^duit deux valeurs cp et <]^ pour Tano- 
malie <p donn^es par ['Equation 

tang*(p + taog^cp ^^L + , _ __*_ j + ^_ ==,0; 
on en conclut 
(I) tang^tang4;= ~, iang*9 + tang*^^ = — ^ -i-h j^^. 

La difl(£rence que nous voulons ^valuer est 

X:' sin (p sin (|/, 
dont le carr^ est 

A-^sin«^sin.4. = 4A* tang..ta,g.^ 

^ ^ I-}- tang*© tang* 4> -f- tang* cp -Mangel]; 

en vertu des formules (i), cette expression se r^duit a t^ et, 
par consequent, la difference entre les deux arcs en question 
est mesur^e par la longueur /. 

III. — Thdoremes de Graves, Mac Gnllagh et Ghasles. 

Considerons deux coniques homofocales C et G\par un 
point M de G on mene deux tangentes MN et MP di C. 
Le D^ Graves a prouve que, si la conique G etait une 
ellipse ainsi que C, l*expression 

MN-hMP-arcNP 

itait constante ; Mac Cullagh etM. Chasles ont dSmontrS 
que, si Q itait une hyperbole coupant C en K, on avait 

MN — MP = arcKN — arcKP. 

En effet, appelons a et ^ les angles que les droites MN et MP 
font avec la tangente en M k la conique C; appelons dfs un 
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deplacement donn^ au point M sur la conique G et ds, dt les 
d^placements correspondant des points N et P; nous aurons, 
en vertu d'un th^or^me connu, 

c^.MN = rf.JH- fl?ff cosa, 
d, MP =z ^dt -hd(j cos p. 

Si la conique O est une ellipse, cosa = — cos^ el, en ajou- 

tant, on a 

d{MN-^MP) = ds — dt:=d(s^t); 

d'ou 

MN ■+- MP z= s — t -^ const. = arcNP -+- const., 

ce qui demon tre le th^or^me de Graves. 
Si la courbe G est une hyperbole, 

cosa= cosp 
et Ton a 

rf.(MN — MP) = rff-f-rfr, 

si Ton compte les arcs k partir du point K, ds et dt sont de 
signes contraires, et Ton voit que ds et dt sont les accroisse- 
ments subis a gauche et k droite de K par Tare NP^; s ~\- t sera 
alors la difT^rence KN et KP; cetle difference, comme on voit, 
est, a une constante pr6s, ^gale k MN — MP et cette con- 
stante est nulle en K, ce qui d^montre le th^or^me de Mac 
Cullagh. 

Au fond le th^or^me de Mac Cullagh, comme celui de 
Fagnano, apprend a trouver des arcs d^ellipse a difference 
rectifiable. 

Les thdoremes precedents s^appliquent evidemment aux 
coniques spheriques. 

Soient G une ellipse fixe y S un cercle tangent en M; 
soient NK et N'K des tangentes communes au cercle et a 
V ellipse y N et N' les points de contact sur I* ellipse, on aura 

NK — N'K = arcMN — arcMN'. (Chasles.) 

Ge iheor^me se d^montre comme les precedents, en depla- 
^ant infiniment peu le cercle. 
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IV. — Th^oreme de Landen. 

L^ellipse peut ^tre representee par les equations 

x=:acnUf y = b sau, 

I'hyperbole par les suivantes 

,, snu ak dnu 

x = ak , y=-Tr ; 

en a "^ k cnu 

les axes sont alors a et -rr • 

Si Ton pose cp = am ?/, on a 

,, sino ak /i — A:«sin*o 

x = ak -y y=-rr -'y 

coscp "^ k COS© 

on en conclut, pour Texpression de I'arc s d^hyperbole et en 
supposant a:= i, 

dst — I 

cos*o(i — A:*sin*^) 

ou 

9 ^9 



J^ cos*<p/i — A:*sin*(y 
Or on a 

d tango /i — A:*sin*^ 

'r A:'« k^ A:«sin«<p "I 

= «?cp , . ■+- . = . ^ r ; 

Lcos*^ /i — Xr'sin*© /i — A:*sin*cp ^i — k^sia^^j 

en integrant alors de o a ^ , il vient 

lang<pv/i — A:*sin»c) = A:'^ — A:'«F(<p)-t- E(<p); 

done Tare d'hyperbole peut s'expri mer au moyen des fonc- 
tions EetF. Nous allons prouver que la fonction F s'cxprimc 
au moyen de E(y) et d'un autre arc d'ellipse; il en r^sultera 
que.: 

Th^oreme. — Tout arc d'hyperbole peut s'exprimer au 
moyen de deux arcs d* ellipses different es. 
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La transformation de Landen donne lieu (p. 1 77) aux for- 
mules suivantes : 



/i — k\ sin*<pi '^ v^i — Xr'sin*^ 

(i) \ sin'<pi= f (1-4- A:sin*<p — cos^ v^i — X:*sin'<p), 

2\/ki 



k = 



i-i- ki 



Mulliplions membre a membre les deux premieres formules : 
nous aurons, en integrant de o a ^ , 

^ J(^i, ?i)= ^-^- J(A:, ?)-^ ^^ F(^i ?)- ^-^ sin«p. 
OrJ(cp)=F(cp) — E(cp); done 

^[F(X:„^,)-E(X:„<p,)] 

= '-Jk^ [^^^' ?)-E(^, cp)+ i±i F(A:, o)- i^ sin^]. 
Mais, en verlu de la premiere formule (i), 

la formule pr^c^dente devient alors 

F(A-, ?)= p [E(A-, (p)-(i + ^)E(A:„ (pO-^ A'sin<p]. 

Cette formule de Landen montre que F est exprimable 
lin^airement au moyen de deux fonctions E, ce qui d^montre 
le th^or^me que nous avons 6nonc^ au sujet de Tare hyper- 
bolique {Philosophical Transactions, 1775; Mathema- 
tical Memoirs^ by John Landen, 1780). 

V. — Gonrbes de M. J.-A. Serret. 

M. Serret s'est propose de rechercher toutes les coarbes 
alg^briques dont Tare est exprimable au moyen des fonctions 
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elliptiques {Journal de LiouvilUy t. X, i" s^rie; voir aussi 
son Traiti de Calcul differ entiel et integral), Voici seule- 
ment les resultats auxquels il est parvenu. Soit/i une quan- 
tity plus grande que un, posons 

U = r~> Y = -=====— y 

R = /— (f« — 2/l^-4-l). 

On en tire, en supposant le radical r6el, c*est-k-dire t com- 
pris entre les racines du trindme t^ — 2 f /i -h i , 

on fait ensuite 

on en conclut 

X -^ y >J — I lir^ 

ou, en prenant les modules, 

x^-\-y^ "" 4^*R*' 

Or on trouve a:^ +^^ = f, au moyen de la relation (i); on a 
done, en appelant s Tare de courbe, 



ou bien 



ou 



enfin 



f-ri jz ds y/ri^ — i 

" -^ dt -jR/^ 

/ /n« — 1 dt 
2R/7 



Les courbes dont a; et j^ seront fournis en fonction de t 
en ^galant les termes r^els et les coefficients de yj — i dans (i) 
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seront done telles : i** que x et j^ seront fonctions alg^briques 
de ^ ; 2" que leur arc sera une fonction elliptique de t. 
Si Ton fait, par exemple, /i = 3, on a 



^ -^ y / — ' = /^ 



- ;--i-4-R/^ /f -hi— R v/^ 



)Jl \ av/a* 



et^ par suite, en observant que R = y/ — ^^ + 6/ — i , 



X = f- > 



-4 



't 



L^^limination de I entre ces equations donne 

c'est liquation d'une lemniscate de Bernoulli. 

Observons encore que les courbes qui ont pour equations 
en coordonn^es polaires 

/• = acos/nO ou r = asin/n6, 

a d^signant une constante; que le limagon de Pascal ou con- 
choide du cercle qui a pour equation 

r = a -T- R cos 6, 

a et R d^signant des constantes, ont leurs arcs exprimables 
par les fonctions elliptiques. 

Mentionnons encore les epicycloides allong^es ou rac- 
courcies, dont les Equations sont de la forme 

X = asin mu -4- b sin nu, 
y = a cosmu -+- b cosnuj 

a, t, niy n d^signant des constantes et u un angle variable; 
on a 

ds^ = [a^-\- b^-\-'iab cos (m — n )u]du^, 

ds^= (a H- 6)* cos* u -h {a — by sin* — ; w rfw- 
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et, par suite 



ces courbes, comme I'on sail, sont alg^briques toutes les fois 
que ni et n sont commensurables. 
Les courbes ayant pour Equations 

a b 

r = -. r , /• = rr 

sinmO cos/nO 

ont ^galement leurs arcs exprimables par les fonctions ellip- 
tiques. 



VI. — Demonstration d'on theorems de Poncelet. 

£tant donnees deux coniques, en les rapportant a un 
triangle autopolaire commun, on pourra mettre leurs Equa- 
tions sous les formes 

^J _|_ yt Z^ = O, 

ax^-h by^ — z* = o; 
on satisfait a la premiere de ces Equations en prenant 

X Y Z 

(I) 



cn(p sncp I 

et a la seconde en prenant 

X y z 



(a) 



A » 



cn4^ sn({/dnO cnO 
pourvu que Ton fasse 



r, I cnO I 

cnO = — ^, 



/a <in^ )/b 

ce qui est possible en choisissant convenableraent le module k 
des fonctions elliptiques. 

Soit Mo un point de la premiere conique; par ce point 
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menons une tangente coupant la seconde en No et N'^, I'^qua- 
tion de cette tangente sera 

et les coordonnees des points No et N'^, ou, mieux, les valeurs 
de A en ces points s'obtiendront en ^liminant x, y^ z entre 
cette Equation et (2), ce qui donnera 

cos <p cost}' -+- sin«p siiK}* dnO = cnO. 

La comparaison de cette formule avec celle de Lagrange 
(p. 207) donne 

Supposons alors que Von mine par le point N© une tan- 
gente a la premiere conique rencontrant la seconde en N| 
et touchant la premiere en ^^\ que par N| on mine une 
tangente a la premiere conique coupant la deuxieme en 
N2 et touchant la premiere en M^, e/c, le lieu des points 
de rencontre de MoNq et M^N^ sera une conique, 

Ce th^or^me a et6 ^tabli peniblement, pour la premiere 
fois, par Poncelet. Pour le d^montrer, nous observerons que, 
si Ton appelle ^o la valeur y en M©, la valeur de tj^ en N| sera 
6 -h foj la valeur de o en M| sera alors (fo + 28, celle de 4 
en N| sera cpo+ 38, . . ., la valeur de (f en M^i sera yo + 2/16; 
le lieu cherch^ s^obtiendra alors en eliniinant cpo entre les 
Equations des tangentes en Mo et M/2, ou 

(3) arcnpo-h^sncpo — ^ = 0, 

a7cn(9o^-2nO)-i-jsn(«po-l-2nO) — ^=0; 
en combinant ces Equations, on a 

a:[cn(<po-+- a/iO)— cncpo] -H^[sn(<po-!- 2/18) — sncp©] =0 
OU bien 

— xsnnOdn/iO sncpo dncpo + y sn/iO cncpo dD^o = o; 
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on en tire 

—^ = "T ;rr;7A = '^ "^ = tang©©; 

en posant m = ^ — r> on en conclut, en portant cette valeur 

dans (3), 

a?' -{- my^ — z ^my^ -f- x^ = o 
ou 

a?* -h m^' — 52 = 0. 

Le lieu est done une conique qui a le m^me triangle autopo- 

laire que les coniques donn^es. On voit que, si m = ^ x = i 

ou que si /lO est 6gal a 2/>K, le lieu coincidera avec la seconde 
conique, ce qui constitue une nouvelle demonstration du th^o- 
reme de Poncelet, d^montr6 par Jacobi (p. 21 1). 

Le th^or^me de Poncelet peut 6tre transforme par polaires 
r^ciproques ; il fournil alors un th^or^me corr^latif que nous 
pouvons nous dispenser dMnoncer. 



VII. — Roulette de Delaonay. 

La roulette de Delaunay est engendree par le foyer d'une 
conique qui roule sans glisser sur une droite. 

Supposons que la conique soit une ellipse, et soit 

I'^quation de cette conique rapport^e k ses axes; soit 

/a* — 6'^ = c 

la demi-distance focale; sur la tangcnte en x', y prenons une 
loDgueur egale a Tare s' de la courbe comptee depuis le sora- 
met(a, o)jusqu'au point(x',^). Soient^ la distance du foyer 
k cette tangenle et x la distance du pied de la perpendicu- 
laire^ a Textr^mit^ de la distance s^ comptee a parlir du point 
{^\y)i les quantit^s x, y seront les coordonn^es d'un point 
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de la roulette par rapport a une drolte fixe sur laquelle la 
conique peut 6tre cens^e rouler, et I'on aura 



•^ V a* -f- ex 

^Elimination de ^, y' entre ces Equations et celle de Tellipse 
fera connaitre la roulette. Pour faire cette Elimination, nous 
ferons x' =: a cos'3,^'= b sin^ et nous aurons 



-i/i 



— ocoso 



Y =0\/ -i 

, *^ V a -+- c COS© 

(0 

r , ; _ cj'sin© 

x= I i/a* — c*sin*«pacc — 



=/v^ 



Cetle courbe dEpend, comme on devait s'y attendre, des fonc- 
tions elliptiques, et, si Ton veut voir apparaitre explicitement 
ces fonctions, il suffit de faire cp = am^ 
L'Elimination de cp donne 



/4«'^^-(^'-t-7')*' 



lorsque Ton fait — =p et a = oo, cette formule devient 



on en d6duit, en n'ajoutant pas de constante, 

-fiog[(;../;r:f);] 



ou 



on en conclut 






er 1 
e P ; 



p(- --\ 



y i 
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Ainsi, le lieu des positions des foyers d^ line parabole 
qui roule sans glisser sur une droite est une chatnette. 

La rouletle de Delaunay contientdonc la chainette comine 
cas particulier. 

On rencontre la roulette de Delaunay dans diverses circon- 
stances, par exemple quand on cherche une surface de revo- 
lution ayant ses deux rayons de courbure R et R' li^s par la 
relation 

R "^ R ' " 5 ' 

a d^signant une constante. En effet, si Ton cherche le meri- 
dien de cette surface, on voit que ce m^ridieo est tel que, la 
normale etant designee par N, on a 

1 I _ I 
R "^ N ~ a' 

R designant le rayon de courbure de ce m^ridien. II est facile 
de voir que ce m^ridien est une roulette de Delaunay : en 
effet, son Equation diff^rentielle est 



y . I I 



» — ^ a 



ou bien 
(3) 



(!+/')* yi^^y^)^ 



y'dv' _4_ ^'^ _ dy 

£n multipliant par^, on a 

vv' dv' dv V dv 



le premier membre est la diff^rentielle de ^-—^ quand on 

(i-Hy«)« 

choisit le signe — , ce que nous ferons, et nous aurons, en 
appelant b^ une constante, 
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on en conclut 



ce qui 6quivaut a T^quation (2) de la roulette de Delaunay. 



VIII. — La conrbe elastique. 

La courbe dont le rayon de courbure est proportionnel a 
Pinverse de Fordonnee ou de Tabscisse a une Equation de la 
forme 

f —===== ax; 

X eiy pourront done s'exprimer par le moyen des fonctions 
elliptiques de premiere et de seconde esp^ce. Celte courbe 
est la forme que prend une poutre d^form^e sous rinfluence 
de poids uniform^ment r^partis sur sa longueur, lorsqu'elle 
repose sur deux appuis situ6s de niveau. 



IX. — Surface de I'ellipBoide. 
La surface de Tellipsoide a trois axes in^gaux 

rpi y% ^J 

a'^ b^ c^ 

s^obtient au moyen des fonctions elliptiques; nous satisfai- 
sons k r^quation pr^c^dente en posani 

a? = a cos 4/ sin 6, ^ = 6 sintj/sinO, ^ = ccos6. 
L'^l^ment de surface est 

ou bien, tous calculs faitS; 

sinO v^6* c* cos* ^ sin* 6 -+- a* c* sin* i}; sin« -h a* b^ cos* 6 ^^6 d^ ; 
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Taire de rellipso'ide sera done 

r r. /cos'4^sin'6 sin*<Vsin*0 cos*9 , . » m ,, 
J J V a^ ■*" T^ + -^a6c sine ^8^4;. 

Une premiere integration pent 6tre effectu^e par rapport k 
de o a 7c; a eet effet, on fait — cos8 = a, et I'on a 

en posant 

n, / I cos'4; sin'^lyN /cos*^; sin*4;\ 

On pent toujours supposer G* positif, c'est-i-dire 

I ^ cos* 6 sin' 4* 
c« ^ a» ^ ^>« ' 

en efiet, faisant 6 <[ a, le second membre de cette 6galit^ est 

inf^rieur a Tj) et, en supposant c > a et 6, cette 6galit6 est 

toujours satisfaite. En nous pla^ant dans cette bypoth^se, 
notre integrate devient 

/•Kubc ^ /cos'd' sin*d; ,, 

I on facilite le calcul en observant que I I/tt^ — li^du est 

I'aire d'un demi-cercle de rayon ^ j ; en remplagant G par sa 
valeur, ii vient 

/"^ cos'4> sin»4/ 

— aiL, 

/ I cos'4' sin'^' 

et, en posant 

I I _ I I __ 

'a^~'c^ "P' a* "" 6> ~'^' 

L. — Traite d* Analyse, IV. 22 
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I'aire en question devient 

ftSTl 



/I 
— 
1/ 



— -+-5rsin«4; 



^p — 9 sin'^}* 



d^. 



On pent supposer 9 ]> o, /? > o ; alors, en faisant - = /r^, 
on a 

, d^^ 

V' — A*' sin*'}/ 



/i — A' sin*' 



X. — Snr les conrbeB da premier genre, et en particulier 
snr les coorbeB dn troisieme degre. 

Les courbes du premier genre jouissent de cetle propriete 
que leurs coordonn^es peuvent s'exprimer rationnellement au 

moyen d'une variable t el du radical y/a -f- 6^ -4- ct^ -r df^ -|- et* , 

qu*on peul lui-m^me ramener a la forme ^(i — t^){\ — A"^/^), 
de sorle que, si Ton fait f = sum, on voit que les coordon- 
n^cs d'une courbe de genre un pourront egaiement s'exprimer 
en fonction rationnelie de sn^, cni/, Anu, 

Toutes les courbes de genre un peuvent ^tre ramen^es, au 
moyen de transformations quadratiques, a des courbes du 
troisieme degr^; celles-ci, ^leur tour, au moyen d'une trans- 
formation homographique (p. 62), se ram^nent a un type 
simple repr^sent^ par T^quation 

(I) ^2 = (^_a)(:r-?)(j7-Y). 

ou a, p, Y sont des constantes. Nous allons essayer de repr^- 
senter les coordonn^es de cette courbe au moyen desfonctions 
elliptiques. x ely seront (p. 286) de la forme 

M-i- AZ (/ — a)-^BZ (f — 6)... 
-h MZ\t — a) -h h'Z\t~- 6) . . . 



M, A, B, . . . , A', B', . . . , a, ... d^signant des constantes et 



PONCTIONS BLLIPTIQUES. SSg 

'L{t\ la fonction „, : «, fe, ... sont alors les infinis de x 

^ ^ H(<) ' ' 

ou^. Or J', en vertu de (i), a les m^mes infinis que x\^\ x 
a un infini simple, ^ a un infini d^ordre |, ce qui est inadmis- 
sible dans le mode de representalion adopts ; x doit done 
avoir au moins un infini double et v un infini triple : il faudra 
done poser 

a: = M-^ AZ(f — a)-f- A'Z'(/ — a), 

^ = N + BZ(^ — a)4-B'Z'(^ — a)-+-B'Z'(/ — a). 

Rien n'empdche de supposer a = 2lv\/ — i : alors on a 
Z(/ — a)= -^tA} *1 f^"*^ aussi observer que la somme des 

r^sidus A et B doit etre nulle (p. 286) : done A = o, B = o, 
el Ton pent 6crire, au lieu des formules precMentes, 

a? = M -f- A -r- — ^ — , 

di e(o 

Mais : est, ^ une constante pr^s, la d^rivee de Tint^grale 

de seconde esp^ce; on pent done ecrire 

y =^ a' -\- ^'sn* i H- c' sn / en < dn /, 

a, 6, d y 6', c' d^signant des constantes, quij bien entendu, 
n^ont plus aucun rapport avec celles qiie nous avons desi- 
gnees ainsi tout a I'heure. Appelons /|, /j? h 'es valeurs de I 
pour lesquelles on a :r = a, p, y; on trouvera 

a = a-f- A sn'f,, 

Y = a -h ^ sn' f 3 
et 

Or, ^ elant nul pour / = zh ^1 , lii fj, ±: /j, on a 

o = a' -4- 6' sn» f 1 -h c'sn^icn/idn/i, 
o = a' -+- 6' 8n* il — c' sn ^1 en ^i dn <i ; 
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done 

a'-h 6'sn'fi = o, c'sn<icn^idn/i =0, 

a'-T- b'sn*t2 = 0f c'sn<jCii/jdnfi = o, 

a'-hb'sn*ti = Oj c'sn/scn/jdn^j = o; 

(/ ne pouvant pas ^tre nul, puisque y doit avoir un infini 
triple (et d*ailleurs, si c 6lait nul, x el y seraient fonetions 
ratioDnelles de sn^^), il faut que, ^4, ^2 ^t ^3 ^tant eens^s dif- 
ftrents, on ait par exemple sn ti = o, cnt2=o et dn/3= o. 
Alors a'= o et 6':= o; on a done seulement 

j: = a -+- ^ sn' /, y = c'snt cnt dnty 
et par suite on doit avoir, en vertu de (i), 

= (a-\- bsn^t — 0L)(a -{- b sn* t — p )(a -^ b sn^ t — y)» 
en identifiant, on a 

(a — a)(a— 3)(a — y)=o; 

done une des quantit^s a, p, y est ^gale i a. Soit a= a : 
{'Equation pr^c^dente devient 

et, en identifiant, 

En ajoutant, on a 

d'ou 

b = ^ — a ou Y — ^' 

Si Ton prend 6 := ^ — a, on trouve 
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on a done enfin, pour repr^senter la courbe (i), les formules 

X = a-^(p — a) sn' t — ^ sn* i ->r% en' f , 



L'aire de la courbe pourra, comme I'on voit, s'exprimer 
aussi par le moyen des fonctions elliptiques ; on trouve 

ydx = a(p — a)*v^Y ~" asn'/cn*^dn»/ dt. 



XI. — Quelqnes proprietoB des conrbes du troisieme degre. 

Nous ferons usage du theor^me d'Abel, d^montr^ page i54. 
En vertu de ce th^or^me, si Ton coupe une courbe du troi- 
sieme degr^ 

par une courbe variable et si Ton appeUe (^i,^i), ..., 
{xi,yi)y • • • les coordonn^es des points d'intersection, on 

doit avoir 

2dTi 

f^i^x^ y^ d^signant, pour abr^ger, la d^riv^e -p- Nous ferons 

une premiere application de cette formule en supposant que 
la courbe variable se reduise a une ligne droite; alors on 
devra avoir 

dx\ dx\ dx^ 

H — tT-, : = O. 



Nous allons appliquer cette formule k la courbe du troi- 
sieme degr^ considdr^e au paragraphe precedent, representee 
par les equations 
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OU 



(2) 



X = ^ sn*/ -h a en*/, 

y = i^ — a ) V^Y ~ a sn / en / dn /, 



De ces forinules on tire 



ct, par suite, 



rfar = 2( 3 — OL) sn f cut dn t dt 
dx _ idt ^ 



or 

( 3 ) J = /( .r— a)(j?— P)(a' — Y) 



OU 



en 



X* — (^ — a)(a:— P)(a: — Y) = o, 

done ici ^ = 2y et — = , ,. -', on doit par suite avoir, 

dy -^ 2^ /^V 

appelant a:«,j'« ; ^2,^2; ^s^^'s les coordonn^es de Irois points 
en ligne droite sur la courbe (3), 

dx\ dxi dx^ 
1 1 — o 

yv yt /3 

OU, en appelant /,, t^, t^ les / de ces points, 

dtx -+- dti -hdti = o 
OU enfin 

/i -+- /j -4- /3 = const. 
Ainsi : 

Th^oreme. — Les t de trois points en ligne droite sur 
line courbe du troisieme ordre ont une somme constante. 

Pour determiner cette constante, nous supposerons les 
t rois points sur I'axe des x ; alors ^ = o, et sn / en / dn f = o ; 
les valeurs de / correspondantes annulent sn/, en/, dn^ el 
Ton a 

tx= 2/nK-+- a/n'K'/— '1 

/, = ( 2m -t- I ) K -h a m' K' /— i , 

/j = (2/« -h 1) K 4-( am'H- 1) KV^ ; 



FONCTIONS ELLIPTIQUES. 3^3 

on trouve done, pour la valeur de la constanle, 

(4) fj-h/j-h ^8 = 2mK-f-(2/n'4-i)K'/^, 

in et m! d^signant des entiers quelconques. 

R^ciproquement, si la relation (4) a lieu, les points /|, 
t^j tz seront en ligne droite; car, en appelant t\ le ^du point 
en ligne droite avec t^ et ^2» on aura 

tx-^t%-^t\ = 2/nK-t-(2/?i'-t-i)KV— T; 

done /s = t^. 

Les points d' inflexion d'une courbe du troisieme degre 
sont trois a Irois en ligne droite. 

En effet, un point d'inflexion s'obtiendra en supposant 
/, z=: fj = ^3 dans (4)j ce qui donne pour son t 

2/nK im'-\-\ .,, / — 

^ = -^--^-^— kV-.; 

X el y seront distincts en prenant 

KV^ 3K'v/^ 5KV-"t 
^ = ~~3~' Z ' 3 ' 

K/^ 2K 3K^/=1 aK 5KV-"i 2K 
3 "^3' 3 "^3' 3'^3' 

kV^ 4K 3K^v/^ 4K 5K'v/^ 4K. 
3 "^3' 3 "*"3'3 "^3' 

ce sont les t des neuf points d^nflexion. 

La somme de trois quelconques d'entre eux estde la forme 

2/nK-|-(2m'H- O'^V — * 5 done ils sont trois a trois en ligne 
droite. c. q. f. d. 

Th^oreme de Maclaurin. — Si par un point M d'une 
courbe du troisieme degri^ on mene des tangentes d la 
courbe, les points de contact autres que le point M sont 
tels que, si on les joint deux d deux, les droites ainsi 
menies concourent en un mime point situe sur la courbe, 

Supposons que, par Ic point /, on m^ne des tangentes : 
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pour les points de contact, ^2 ^^ 's seront ^gaux; on devra 

done avoir 

i/nK-k-(im-h\)KW—^ — U 
lt = h— 1 

2 

les quatre points de contact ont done pour t 



2 2 ' 2 2 



y 



2 2 2 2 

la somme de deux de ces i est de la forme 

(2m'-4-i)K'v/^-4-(2mH-i)K — ^ 
ou 

2/n'KV— I -h 2/nK — ^1, 

de sorte qu'^ la premiere combinaison correspondent le point 

^^ -+- K et a la seconde le point tt + R'y/ — i , tons deux sur 
la courbe. 

Soient M«, M2, M3 les points dUntersection d*une courbe 
du troisi^me degre as^ec une droite; les tangentes en M|, 
Mj, Ms rencontrent la courbe en trois points en ligne 
droite* 

En efiet, soient tx, t^t /$ les param^tres qui d6terminent 
les coordonn^es des points Mf, M^, M3, les tangentes en /,, 
^27 '3 couperont la courbe en des points dont les param^tres 
seront O4, O2, O3, et Ton aura 

mais, comme 

ti-\- tt-\- t^^. i.mK -^(2m'-4-i)KV-— <; 
il viendra 

6,H-0i-f-63 = 2/nK-h(2m'-M)KV^i 
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ce qui montre bien que les points d^termin^s par les para- 
metres 8«, O2, 63 sont en ligne droite. 
En particulier : 

Les asymptotes d*une courbe du troisidme degri ren- 
contrent la courbe en trois points situes en ligne droite. 

Ge ih^or^me peut 6tre gdneralis^ et etendu k des courbes 
d'ordre sup^rieur : ainsi, si Ton coupe une courbe du qua- 
tri^me degr^ par une droite, les tangentes aux points d'inter- 
section rencontrent la courbe en huit points situes sur une 
conique, etc. 

• 

xn. — Les points Steiner dans les courbes da troisieme ordre. 

On appelle points Steiner d*une courbe ceux ou une 
conique peut avoir avec elie un contact du cinquieme ordre. 
Voici comment on peut mettre ces points en Evidence sur les 
courbes du troisieme ordre. 

Si Ton coupe la courbe representee par les equations (2) 
du paragraphe precedent par une conique, les six points d'in- 
lersection s'exprimeront au moyen de six param^tres /|, 
/s) ' ' "I h qui seront les valeurs qu*il faut attribuer k t dans 
les formules (2) en question, pour que x ei y representent 
les coordonn^es d^un point d'interseclion; ces six parametres 
satisfont a la relation 

dt\-\- dtf-^. ,.-\- dt^ = ou 2. dti = o ; 

d'ou Ton d^duira 

^// = const. 

Pour determiner la constante, on peut supposer la conique 
r^duite k deux droites, et alors, d'apr^s ce que Ton a vu tout 
a rheure, si txy t^, tz sont les parametres des intersections 
de la courbe avec Tune des droites, on aura 

/i-+-/j-+- ^3 = 2mK-i-(am'-M)KV^f 
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«l, par suite, en appelant m et m' deux enliers quelconques, 

V//= 2mK-+-2/M'K'/^. 

R^ciproquement, si cette relation a lieu, les six points 
d^terrain^s par les param^tres /|, ^2^ • • -^ 'o seront sur une 
conique. 

En un point Steiner, six points confondus sont sur une 
conique; un point Steiner sera d^termin^ par T^quation 

on tire de la les valeurs suivantes de t fournissant des valeurs 
distinctes de a; ety : 

_ K 2K 3K 4K 5K K'/^^ 
Z^""' 3' T* X' "3"' "T' ~3~"' 

K K'/^^ 5K 5KV— 1 

— - — f— ■ « • • • f ■ ■ I — ^— ^^— .^_^__ • 

3 3 3 3 

Ces valeurs sont au nombre de 36; il y a done sur toute 
courbe du troisi^me degr^ 36 points Steiner, raais g de ces 
points coincident avec les points d^inflexion ou la conique 
osculatrice se r^duit a deux droites confondues; il y a done 
sculement 36 — 9=27 points Steiner proprement dits. 
II est facile de voir que : 

Deux points Steiner sont toujours en ligne droite avec 
un autre point Steiner, ou avec un point d* inflexion. 

En effet, 6tant donnees deux des quantit^s (2), on en trouve 
toujours une troisieme dontla somnie fasse 

2 m K H- ( 2 /n' -h i) K' /^ . 

Les points Steiner sont les points de contact des Ian- 
gentes menses a la courbe par les points d' inflexion. 

En eflfet, soient 9 le param^tre d^un point d'inflexioD, 
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t celui d\in point de contact d^une tangente nienee par le 
point 0, on a 

af -4-0 = 2mKH-(2/?i'-f-i)KV — <i 

36 = 2/7iiK-H(2A?i,-f- i)KV — » I 

r^limination de 6 entre ces Equations montre que Ton a 

/W2 et m'^ d^signant deux entiers comme m, m', m« el m\. 
La formule (i), ^ laquelle satisfont les param^lres des points 
Sleiner, montre bien que les points qui nous occupent sont 
les points Steiner, car ils sont au nombre de 27. 

(Pour plus de details sur les points d^inflexion et les points 
Steiner dans les courbes du troisi^me ordre, consulter la 
These de M. Lemonnier.) 



XIII. — Sur les biquadratiqaes ganches. 

Deux surfaces du second degr6, ou quadriques, se cou- 
pent en g^n^ral suivant une courbe gauche du quatri^nie 
degr^, que Ton a appel^e biquadratique gauche; lorsque 
ces surfaces ont une g^n^ratrice commune, la biquadratique 
se decompose en une droite et en une courbe appelee cubique 
gauche. 

Par une transformation homographique, on pent toujours 
ramener les Equations de deux quadriques, et par suite d^une 
biquadratique gauche, a la forme 



(i) 



il suffit pour cela, apr^s avoir pris pour t^tra^dre de r6f<S- 
rence le t^traedre autopolaire commun, de transformer ce 
t^tra^dre en un autre ayant une de ses faces ^ Tinfini; on 
peul m^me, si Ton veul, supposer les trois autres faces rec- 



rr« 




y^ 






a« 


-T- 


P' 
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A-»:r5 




5» 








-+- 




^^^ 
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langnlaires ; les deux quadriques se trouvent alors rapporlees 
k leur centre et, en ^liminant tour a tour z ety, on ram^ne 
leurs Equations a la forme (i). 

On satisfait aux Equations (i) en posant 

La courbe (i) donne done une representation g^om^trique 
toute naturelle des fonctions elliptiques. 
Coupons la courbe (i) par un plan variable 

Aa? H- B^ -h G-s -h D = o, 

d'apr^s un th^or^me d'Abel (d^montre p. 1 58) ; on devra avoir 
dxi dxm dx^ dxv 



d(o, ^) (^(o,^) d(<f,^) d(9, ^V) 



(•^1 ? J^i > ^1 )> • • • ? (•2?4) y*7 ^4) d^signant les coordonnees des 
intersections du plan et de la courbe et cp, ^ d^signant, pour 
abr^ger, les premiers membres des Equations (1). En effec- 
luant les calculs, on trouve 

dxy d.r^ dx^ dx^ 

1 1 1 = o 



y\Z\ y\^t ^3^3 yi,z\ 
ou, en remplagant x, y, z par leurs valeurs tiroes de (2), 

dt^ 4- dtt -h dh -H dti, = o, 
c'esl-a-dire 

2^^ ~ const., 

en appelant ^<, /j? h^ ^4 les valeurs de t aux points ou un 
plan coupe la biquadratique. On determine la constante en 
faisant coincider le plan secant avec !e plan des zy\ alors ^1, 
^2? hy r* sont racines de sn/ = o et Ton a, en n^gligeant des 
multiples de 4 K. et de 4K'v/— 1, 



2 



t=o. 
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On peut alors ^noncer le th^orime suivant : 

Lorsque quatre points d^une biquadratique sont dans 
iin m4me plan, la somme de leurs t est ^20 

R6ciproquement, II est clair que : 

Si la somme des t de quatre points d^une biquadra- 
tique gauche representee par les equations (2) est egale 
d zirOy ces points sont dans un m,6me plan. 

Si Ton suppose /, = ^2= ^3= ^4, le plan rencontrera la 

biquadratique en quatre points confondus, il sera suroscu- 

lateur ou stationnaire ; le t du point d'osculation sera donn^ 

par les formules 

4f L-o, 

ce qui fournit seize points avee des coordonn^es dilT^rentes 
correspondant aux valeurs suivantes de t 

o, K, xK, 3K, 
KV^=^, K-hKV^. -iK-f-KV^, 3K-hK'/=7, 

On d^montrera facilement les th^or^mes suivants : 

Les seize points stationnaires sont quatre a quatre dans 
un mime plan. 

Car, trois d'entre eux ^tant donnas, il s'en trouve un autre 
tel que la somme de leurs t soit ^£ o. 

Deux points dont la somme des t est constante sont tels 
que la droite qui les joint engendre une surface du second 
ordre passant par la biquadratique : on peut obtenir de tels 
points en coupant la biquadratique par un plan passant par 
deux points fixes de cette biquadratique, 

Le lieu des points d'oU Von peut mener deux tangentes 
d la biquadratique est une courbe plane unicursale du qua- 
trieme ordre, ligne double de la surface diveloppable lieu 
des tangentes d la biquadratique. 
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Toutes ces propri6t^s et beaucoup d'autres sonl des con- 
sequences de la formule 

ti-\- ti-h ti-\- ^ — o. 

Pour terminer cet aper^u, nous d^montrerons un th^oreme 
recemment decouvert par M. Cayley, et qui ddcoule des con- 
siderations pr^cedentes. Coupons la courbe 

x = snty y=zcnty z = dnt 
par ie plan 

ax -+- by -i- c>3 -T- I = o, 

a, by c d^signant des constantes, I'^quation 

asnt -^ b cnt -*- c dn f -t- 1 — o 

en / qui en r^sulte determine quatre valeurs de t dont la somme 
est ^ o. Si, dans cette equation, on exprime tout en fonc- 
tion de sn^, de cn^ ou de dn^, on obtient des Equations du 
quatrieme degr^ qui sont les suivantes, ou I'on n'a ^crit que 
les premiers et les derniers termes, seuls utiles, 

(i-h^ H- c)(— i-f-6-+-c)(i — 6-^c)(r — 6— c) 
sn^/...-4 — == — — rz. =o, 

(a/ — i-h b-h c k){ — a/ — i -v- 6 - ck) 
x(a^~i~ b-\- ck){a^— i -t-b — ck) 

cn*/...H -—=z =0, 

(a/— I -i- 6 H- ck). . . 

. . ia-^bk'y/^v-hk).,. 

(a/— i-h 6 -h ck). .. 

On en conclut, en appelant t^^t^j 1%^ t^ les t des quatre points 
de la courbe situ^s dans le plan, 

k^ K'* sn t\ sn t^ sn f 3 sn t,, 

— A:* en ti en t^ en ^3 en /^ + dn ti dn t% dn ^3 dn ti, = A'*; 

telle est la relation qui lie les fonctions elliptiques sn, en, 
dn de quatre quantit^s satisfaisant a la relation 
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A cette relation correspond la suivante 

qui lie les coordonn^es de quatre points de la biquadratiquc 
(i) situes dans un m^me plan. 

XIV. — Surfaces monoides de M. Gayley. 

M. Cayley appelle surfaces monoides {Comptes rendus, 
I. LIV et LVIII) les surfaces representees par une Equation 
de la forme 

d^signantune fonction rationnelle de x et dej^. Si Ton sup- 
pose cette surface d'ordre m, on pourra poser 

C3 d^signant un polyndme de degre m el ^ un polynome de 
degr^ m — i . 

La surface monoide (i) a un point multiple d'ordre m — i 
a I'infini. 

Toute courbe gauche est V intersection d'une monoide 
et d^un cylindre. 

En effet, soient P = o, Q = o les Equations d'une courbe 
gauche, entre ces deux Equations on pent eliminer z^ ce qui 
donne une Equation de la forme 

(a) /(^,7) = o- 

Cette Equation (2) exprime que P = o, Q = o ont une solu- 
tion commune z^ laquelle, comme on sait, s^exprime ration- 
nellement en ^ et^-, on pent done poser (i) 
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La courbe gauche consid^r^e est done bien I'lntersection du 
cylindre (2) et du monoide (1). 

Un plan coupe la courbe (i), (2) en mn points, siyz^o 
est de degr6 n et si la monoide (1) est de degr6 m. Toutefois, 
la courbe (i), (2) ne sera que du degr^ mn — a, si a d^signe 
le nombre des solutions communes ^ 

/ = o, 0=0, 4^ = o; 

si ces equations ont efTectivement a solutions communes, (1), 
(2) repr^senteront a droites parallMes k I'axe des ^ et une 
courbe d'ordre mn — a. 

XV. — Cubiques ganches. 

On a donn^ le nom de cubiques gaiiches aux courbes d'in- 
tersection de deux quadriques ayant une gen^ratrice com- 
mune. Les Equations d^une' cubique gauche peuvent done 
^tre ra menses k la forme 

Pa? -1-Q7 =0, 

P, Q, P', Q' d^signant des polyn6mes entiers du premier 
degr^ en x^ y, z. Mais ces Equations repr^sentent avec la 
cubique I'axe des 5, k savoir x = 0^ y=o. 

Une transformation homographique ram^nera ces Equa- 
tions k la forme 

Gy — HiF = 0, 

Gt — H-3 =0, 
ou Ton pent supposer / = i , ce qui donne 

G _ a? __ ^ 

G et H designant deux polyndmes du premier degr6. On tire 

deU 

tx 

z = , 

y 

Gy — Ha7 = o, 
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Si, dans Gy — Hx, on remplace z par sa valeur, on est ra- 
men6 aux equations 

!— if 

ou M et N sont de second degr^, mais ne renferment plus z, 

LiC monoide est ici un paraboloide hyperbolique ; quant au 

cylindre, il est du troisi^me degr6, mais il est facile de voir 

que sa base pr^senle un point double ^ = o, ^ =: o ; en eflet, 

si Ton pose 

G = ax -\-bv -\-cz -\-dy 

H = a' X -+- b'y -h c' z -¥- rf, 

Tequation (i) devient 

[(ax-f- by -+- d)y 4- cx^y -\-[{a' x -+- b'y -+- d')y ■+- c'x]x = o, 

et il est clair que Torigine est un point double. 
La courbe (i) est done unicursale et, si I'on pose 



X 

y 



w, 



on pourra representer celte courbe unicursale au moyen des 
deux equations 

?p(m) et ^(u) d^signant des polyn6mes du second degr^; de 
sorte que la cubique gauche pourra ^tre, en definitive, repre- 
sentee par trois Equations, telles que 

mcd(m) o(a) 

t d^signant une constante, si Ton veut, ^gale a un. L'emploi 
des fonctions elliptiques n^est done plus n^cessaire pour 
representer les cubiques gauches. 

L. — Traite d' Analyse, IV. 33 
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Resnme des principales formnles elliptiqnes. 

©(ar)— I — 2q cos-jT- -H 2 9* cos— =^ . . .±: iq"'cos-jT- zp.. , 

— A^ I— 2(7COS-|^-l-gri U I — rj^gs cos -jT- -i-g^ J ( I— %q^ CO%-TT- -^ q^^y,.. 



Tzx aniT . nirx 



^1(3?) -- n- ay cos-^ -!- ay^cos-TT — h. . .-4- 'ly^'cos— |t^ 

tv iv. Iv 

— Af i-+-2<7COS— -f y* JM-+-2<7»cos^ "'"^^)( H-'^y*cos-^ -h^'*j.... 

ii/^N 7.7:3: i Sua: _^ (■^^)* . ('in-{-\)T.x 
H(:r)=2y*sin-=^ — 2flr*sin— jjr- -f-...=b27^ * '' sin^ i7-^ — =p. . . 

2K''2K ■* 2K 

. 7 . ira?/ - TTO? A/ , Tca? ,\ 

— A 2(7* sin — f I — 2 9*cos-|^ -f- yHf i — 2<2'*cos-|t- -h y* I.- ., 

II /^\ . T ^^ T 3^^^ (^^)* (2/i-^i)irx , 

K ^ 2K ^ 2K 

=- A'xq^ cos— I I -k-^q^ cos-:^ -hq'^jl I -^-iq^cos^ A- q^j ..; 

K' 

q = e *'. 

H(o)=o, e(KV^) = o, 

H,(K) = o, e,(K-4-KV-"i) = o. 

e(a?-+-K)= ei(x), e,(a:-+-K)=e(a?), 
n(ar -h K) = H,(ar); H,(ar -1- K) = — H(ar). 

e(x -hiK' /^) = - A e(ar), e, {x -f- 2K' /=^) = A e,(ar), 
H(ar4-aK'/=nr)=-AH(a:); Hi(a:-+-2K'v/^) = AH,(ar). 
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sn^ = -— = — - — '9 



k' n,(a?) 



cno: = 




6(0) 



A- e(a;) 






sfk' = 



e,(o) 



1 

"5 



^__ iq^-^iq 



9 



I -+- a^ H- agr^-T . . . 



Kv/?_ y^-^3y^-4-... 



■n 



\ — 'iq -\- 2<7* — . . . 



^— ^™ I ' ^^^^— ■■■!■ I ■ — ^i^^ m 

TT I-l-2<74-2gr*-i-... 



8.( 



»)=l/^' 



T.T 



0(:r) = !i/>*cosh -^ -I-.. .-^2/?^ 2 / cosh ^^ -^^^ h... 



2K' 



= A2/>*^cosh -^, I I -f- 2/)* cosh ^ -*-/'*)(» -^ 2/>*cosh ^ -i-/>') 



7.TZX 



ITZX 



^i(^) = I ^- 2jD cosh -=^ -f-2/>*cosh -^^ — h. . . f- 2/?"' cosh -^YjT- -f- 
= A / i-+-/;cosh ^ -*-/>*)( I -H/>»cosh -^ -h />•)..., 



-^,„( 



2/>^ * '^ Sinh rri—T^X 



= a/?* 3in h — rr; — 2 0* sinh — TTT- -I-.. .=h 2/>^ * '^ sinh rrr- irj?; 

2K ^ 2K ^ 2K 

= A2/>*sinh -^(i — 2/?* cosh -^ -i-/>* JM — 2/>* cosh ^tt -^PN 



• ■ • I 



'..(ip) = 



, Tzx , , 2ira: „ , Stto: 

I — 2/> cosh 1^ H- 2/?^cosh -jTT 2/?* cosh --7 — h. . . 



= A 



f I — 2/) cosh -j^T^ "*"/'*)( ' ~ 2/)»C0Sh ^— -i-/>*). • •• 

A=(i-/>*)(i-/?*)(i-/^«)..., 

K 

p = e '^, 

r,(o) = o, 0(K'v/^r) = o, 

T,|(K) = o; Oi(K4-K'/=^) = o. 



e 



6 



1 T^l 



«.r« 



e ~ H ~ ©, ~ H, ~ ^^ • 




G = i/^, 



\ 
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y 



Resnme des principales forr '% 



1T.X 



-a(i-29Cos^+9«)(i-||« 



^ 1 



Tca? 



^ 



61(37)— \-^iq cos-=T- -h ay^co 



IT a? 



= A f n- 2 <7 cos— -I- r^ 



id. 



H(a:)= 27* sin-^ — a 
' 2K 

27* sin-T- 



H,(ar) = jgr^co' 
= A2 

K 
2 

/ 2 

K 
2K 



; : 



VALEURS DE 



sna:. 



CQ^. 



dnj;. 



o 



;vT^' 



V/AV- 



K'/=- 



2K4-KV--1 
K-hKV~ 



I 
o 

00 
o 

00 

I 
A- 



/k-x 



o 
— I 

00 



00 






/' 



v/i — A- 



I 



I-h 



I 

00 

— I 

00 



^^ 



sn( — x)= — sna?, 
cn( — x)— cna?, 
dn(— rr)— dna:; 

sn(K -f- ar)= -j — > 

^ ' QHX 

., snar 

cn(K-}-a:)=: — k -3 — ? 

dn(K-^-a:)=-j^; 



SIl(2K 

cn(2K 
dn(2K 



X) 
X) 
X) 



sn(K — x) = 



snar, 
en a?, 
dnr. 



en a* 
dna:' 



cn(K — x) 
dn(K — a7) 



=:A 



, sna: 
dnar 



A-^ 
dnar 



/ 
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2. Appliquer le theor^me de Liouville (p. 274) au developpement 
de sr\{fnx -+- a) en fonction de sm? et dc sn'a;. 

3. Appliquer le theoreme de Liouville au calcul de sn:r en fonc- 
tion du sinus amplitude correspondant a one periode m fois plus 
petite. 

4. Trouver les zeros et les infinis de cnar-h/ — isna*. (Lemox- 
NIER, Annales de l'£cole Nor male, a etudi6 les proprietes de celle 
fonction; 1873.) 

5. On a, en appelant F(sn*j?) et/(sn'a:) des fonclions des degres 
n et /I — 2 en sn^a', 

C designant une constante et a\y a^, ...,«„ les zeros du premier 
membre. (HermitE) Notes au Traite de Lacroix.) 

6. Reconnaitre si une iniegrale de diff^rentielle bin6me est expri- 
mable en termes finis, au moyen des fonctions elliptiques ou au moyen 
des fonctions hyperelliptiqucs. 

7. Appliquer la methode de Fourier au developpement d'une fonc- 
tion doublement p^riodique en s^rie trigonometrique. 

( Voir Briot et Bouquet, Fonctions elliptiques,) 

8. On a 



/ 



k^?,i\acTiadx\a?>w^x dx ©'(«) ii ©(^ — ^) 

J = X — ^ — - H — locf— ^ -y 

^ I — X:*sn*asn*a: e(a; a ^^{x-^-a) 

Jr^ k'^sxiacnacn^x _ H',(a) i. ^{x — a') 

\ dna(i — X:*sn*a sn^x) ~ ~~^ e(a) ~" a ^e(x-Ha)' 

■^sna cnadnae/o: ©'(«) i, H(a-^x) 

sn«a — sn»:r e(a) a ^H(a — ir) 

(Jacobi.) 

9. Si Ton a 

f{x) = A -h B^ -1- Ca7« -H Dx», 






rint^grale de I'^quation 
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sera 

= [A -T- B(a7-4-^ -h a)-hC(a7^ +>'« -H ax)-\- Da?^a]', 

a desigaant une constante arbilrairc 

(Mac-Mahon, Quarterly Journal; i883.) 

10. Quelques auleurs (Weierslrass, Halphen, Hoijel, . . . ) ont fondc 

la theoiie des fonctionsdoublecnenlpdriodiques sur la consideralion 

de la fonction 

du 



X V^ 



el de son inverse 

u=p{z)\ 

reniploi des fonctions jd est peut-^tre plus simple que celui des fonc- 
tions sn, en, dn ; mais, comme la plupart des bons Memoires sont ecrits 
dans la notation de Jacobi, nous avons cru devoir la conserver avec 
M. Hermite. 

(Voir Traite des Fonciions elliptiques^ par G.-II. Halpubn.) 
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CHAPITRE XL 

£TUDE DES FONCTIONS ABfiLIENNES. 



I. — Preliminaires. 

Dans ce Chapitre, nous allons faire une ^hide rapide des 
integrates des fonclions algebriques d'un genre sup^rieur a 
un; ces integrates sont ce que Ton appelle proprement des 
intigrales abiliennes. 

On peut etudier les propriet^s des inl^grales abeliennes 
par les m^thodes de Cauchy, ainsi que Tout fait successive- 
menl MM. Clebsch et Gordan et, plus recemment, Briol. 
Toutefois, les m^thodes imagin^es par Riemann, elucid^es 
et perfectionnees par MM. Neumann, Clebsch, Liiroth, nous 
paraissent plus simples et plus rapides (*). 

Nous commencerons par exposer un mode de representa- 
tion des fonctions imaginaires invent^ par Riemann, et qui 
servira de base k nos recherches ulterieures. 

[Riemann, sa These, Gottingue, i85i {Theorie derabels- 
chen Functionen; — Journal de Crelle-Borchardt, 1857) 
— ou ses OEuvres completes.] 

11. — Surfaces de Riemann. 

j_ 
Considerons la fonction z"^ : elle possede m valeurs en 

chaque point du plan, valeurs qui se permutent, comme Ton 

sait, autour de Torigine. 

(*) L'emploi des surfaces de Riemann n'est pas absolument n^cessaire en 
Analyse, mais nous croyons devoir en faire usage pour faire connaltre un 
langage employ^ surtout par les g^ometres allemands. 
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Par rorigine O faisons passer une ligne indefinie dans un 
sens OL et limitee au point O, et fendons le plan sur lequel 
on repr^sente les imaginaires suivant la ligne OL; tragons 
enfin une courbe ferm^e MNPM aiitour du point O. 

Cela fait, partons du point M et faisons suivre k la variable z 

le contour MNPM, avee une valeur initiale Uo de z"*; inscri- 

vons, cliemin faisant, en chaque point du contour les valeurs 

i_ 
correspondantes de ^'~, nous arriverons au point de depart M 

avec la valeur UqC *" de z"*. Plagons au-dessous du plan sur 
lequel on a repr^sent^ jusqu'ici les imaginaires un autre plan 



Fig. II 






o 



\ 

p 



parallMe infiniment voisin, fondons-le egalement suivant la 

projection de OL, et soudons le bord droit de lacoupure OL 

du plan sup^rieur avec le bord gauche de la coupure OL du 

plan inf^rieur, puis continuous 4 faire cheminer le point z, 

non plus sur le premier plan, mais sur le second le long de la 

projection de MNPM sur le second plan, en continuant a 

_i 

inscrire, chemin faisant, les diverses valeurs de 5"*; nous 

S 

arriverons de nouveau en M avec la valeur u^ '" ; plagons 
au-dessous du second plan un troisi^me plan parall^le et 
infiniment voisin fendu suivant la projection de OL, en sou- 
dant le bord droit de la seconde coupure avec le bord gauche 
de la troisi^me; continuous k faire cheminer z sur le troi- 
si^me plan, et ainsi de suite. Quand nous aurons parcouru la 
projection de MNPM sur le /n*'"® plan, nous reviendrons en M 
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avec la valeur w© ; alors, soudant le bord droit de la m*^"** cou- 
pure avec le bord gauche de la premiere, nous repasserous sur 
le premier plan. 

L'ensemble des plans dont nous venons de faire usage 
conslitue une surface de Riemann ; en chaque point d'une 

pareille surface, la fonclion 5"* n'a qu'une seule valeur, si 
Ton convient de ne jamais franchir OL en restant sur le m^me 
plan, mais de passer par les soudures comme sur un ponl- 
Consid^rons encore la fonclion 

joignons les points a et b par une ligne droite ou courbe et 
fendons le plan sur lequel on repr^senle la variable z suivant 

Pig. la. 



N'- 




cette ligne ab. Si Ton demerit une courbe ferm^e quelconque 
qui ne coupe pas a6, le point z revient au point de depart 
avec la valeur initiale de la fonction u\ il n'en est plus de 
m^me quand le contour ferm<5 d^crit par*le point z coupe 
une fois la ligne ab, 

Placons au-dessous du plan sur lequel on represente la 
variable z un second plan parallMe infiniment voisin, fen- 
dons-le suivant la projection a6, soudons le bord droit (par 
rapport a I'observateur regardant dans le sens de la fl^che) 
de la coupure superieure de ab avec le bord gauche de la cou- 
pure inferieure et vice versa, puis faisons parcourir a z une 
courbe MNPM entourant le point a; si 5 est parti de M avec 
la valeur initiale w© de //, il revient en M avec la valeur — «/©• 
Supposons que Ton ait inscriten chaque point z du parcours 
de la variable la valeur correspondante de u ; continuous a faire 
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cheminer z^ mais sur Ic plan inferieur en suivant la projec- 
tion de MNPM, on reviendra en M avec la valeur initiale Uq 
de u; et si, chemin faisant, on a inscrit en chaqiie point z la 
valeur de u correspondante, on voit que, sur la surface ainsi 
constitute par nos deux plans fendus et soud^s, la fonction u 
n'aura jamais qu'une seule valeur bien determin^e, pourvu 
que I'on ne fasse jamais franchir au point z la coupure ab 
sans le faire passer d'un plan au plan voisin. La surface dont 
nous venous de faire usage est encore une surface de Riemann. 
Nous pourrions multiplier les exemples a Tinfini, et nous 
montrerons, mais plus loin, que toute fonction alg^brique 
pent ctre consid^r^e comme n'ayant qu'une seule valeur en 
chaque point d'une surface convenablement form^e de plans 
superposes, fendus et soudes. 

III. — Propriete des fonctions qui peuvent etre representees 
an moyen des surfaces de Riemann. 

D'une mani^re g^n^rale, nous appellerons surface de Rie- 
mann une surface form^e de plans superposes parallMes et 
indniment voisins; ces plans pourront ^tre fendus suivant 
certaines lignes dites de passage; aucune de ces lignes ne 
pourra etre franchie par un mobile assujetti a demeurer sur 
la surface, sans que ce mobile passe d'un plan a un autre. A 
cet effct, on pourra supposer les bords des coupures conve- 
nablement soudes, comme il a ^t^ expliqu6 plus haul. 

En chaque point d'une parcille surface, represente par ses 

coordonnees x^ y ou par Timaginaire x -^-y^J — i = --, on 
pourra inscrire une valeur arbitraire fonction de x el^. 

Toute fonclion qui n'aura jamais qu'une derivee relative 
a z sera dite monog^ne; toute fonclion qui en chaque point 
d'une surface de Riemann n*aura jamais qu'une seule valeur 
sera dite monodrome sur celtc surface. 

Une fonction monodrome, monog6ne, finie et continue 
sur une portion de surface de Riemann, est dite synectique 
sur cette portion de surface. 
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IV. — Snr Fordre adelphiqae des surfaces. 

Une surface est dile monadelphe (*) quand elle est par- 
lag^e en deux morceaux distincts et capables d'etre s^par^s 
I'uu de Tautre au moyen d'une coupure allaot d'un point 
quelconque de son contour a lin autre. Toute surface ferm^e 
(comme une sphere ou un plan que nous supposons ferm^ a 
I'infini) sera cens^e troupe quelque part et le trou const! tuera 
un contour. A ce point de vue, le plan sur lequel on repr^sente 
les imaginaires est une surface monadelphe, parce qu^une 
ligne quelconque ind^finie dans les deux sens le partage en 
deux morceaux distincts et capables de se d^placer ind^pen- 
damment Tun de Tautre. 

Une surface est diadelphe, quand on peut la transformer 
en surface monadelphe au moyen d'une coupure allant d'un 
point k un autre de son contour, sans jamais rencontrer le 
contour entre ces deux points. 

Une surface triadelphe est celle qui peut ^tre transform^e 
en surface diadelphe au moyen d'une coupure allant d'un 
point a un autre de son contour, sans jamais rencontrer le 
contour de I'aire dans Tintervalle, etc. 

Exemples, — L'aire d'une couronne circulaire est dia- 

Fig. 1 3. 




delphe, parce que Ton peut la transformer en surface mona- 
delphe au moyen d'une droile telle que ab allant de I'un des 
points a de son contour a un autre 6. La ligne abj que Ton 
doit alors consid^rer comme une ouverture pratiqu^e dans la 



(') Einfach zusammen Iiangend, d'apr^s Riemann 
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surface, lui sert alors en quelque sorte de double contour, et 
il est bien clair que la nouvelle surface ainsi obtenue est 
monadelphe, car une coupure quelconque allant d'un point 
de son contour a un autre la morcelle. 

Si, dans une couronne circulaire, on pratique un trou cir- 
culaire, une coupure telle que ab la transformera en sur- 
face diadelphe et une seconde coupure cd en surface mona- 

Fig. 14. 




delphe, car toute nouvelle coupure faile en consid^rant ab 
et cd comme des ouvertures infiniment minces morcellera la 
surface, etc. 

Nous appellerons section toute coupure allant d'un point du 
contour de Taire k un autre point de ce contour, sans rencon- 
trer ailleurs les contours de Taire ; on consid^re, bien entendu , 
comme faisant partie des contours de Taire : i° les sections 
d^ja pratiqu^es dans Taire ; 2** la section meme que Ton trace. 
On appelle retrosection (') une coupure qui, partant d*un 
point m^me de Taire, revient a ce point sans avoir jamais 
rencontr^ un contour de I'aire. 

Th^oreme I. — Si Von considere un ensemble S de sur- 
faces monadelphes ou polyadelphes, et si Von pratique 
dans ces surfaces un nombre total [x de sections parta- 
geant ces surfaces en surfaces monadelphes en nombre v, 
le nombre [x — v we depend pas de la maniire dont les sec- 
tions ont ite menies. 



(*) RQckerschnitt. 
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En ertel, faisons dans S un premier systfeme de sections en 
nombre [x et un second sysleme de sections, ind^pendant du 
premier, en nombre [x'. Supposons que le premier systeme 
fournisse v surfaces monadelphes et le second v'; soit k le 
nombre des points ou le premier et le second sysl^me de 
sections se croisent. 

Si Ton commence par mener le premier systeme de sec- 
lions, le second svst^me de sections rencontrera Tancien 
contour de Tensemble de nos surfaces en 2|jl' points (double 
du nombre de ces sections) et le nouveau contour forme par 
le premier systeme de sections en ik points; k ces ajx'-f- 2A' 
points correspondront \i! -\- k sections proprement dites. Si 
Ton avait commence par mener le second syst6me de sections, 
le premier systeme aurait introduit [jl + A' sections nouvelles. 

Le nombre total des morceaux dont se composera Ten- 
semble de nos surfaces apr^s I'introduction des deux syst^mes 
de sections peut s*^valuer de deux mani^res : i^ il est egal 
au nombre des morceaux v monadelphes fourni par le pre- 
mier systeme de sections, augment^ du nombre (x'-h k des 
sections introduites par le second systeme (*) : il est done 
•egal a V + |jl' -r A* ; 2** il est aussi 6gal a v'4- [x + X", done 

on en conclut 

Cette d(imonstration suppose les k points de rencontre des 
sections situ6s a I'int^rieur de nos surfaces el non sur leur 
contour^ mais, s'il s'en trouvait un sur leur contour, il fau- 
drait ^videmment remplacer k par k — i, et nos conclusions 
subsisteraient enti^rement. 

Si Ton consid^re une aire monadelphe, pour cette aire 
jx — V peut s'obtenir en faisant [x = i; alors v = 2, et Ton 
a jx — V = — I. 

Si Ton considere une surface diadelphe, on pourra faire 



(0 Chaque section partage une surface monadelphe en deux morceaux. 
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fx = I , et, comme v = i , [x — v sera ^gal a o ; alors [jl — v = o ; 
pour une surface triadelphe, on aurait [jl — v = i , etc.; doDC, 
N ^tant I'ordre adelphique d'une surface, on a 

N = {JL — V -f-2. 

C'est ce nombre [x — v -f- 2 que nous prendrons pour la defi- 
nition de Tordre adelphique d'un systeme de surfaces. 

Th^oreme II. — Soit N I'ordre adelphique d'un systdme 
de surfaces; si Cony pratique n sections , on les trans/or- 
rnera en un systeme de surfaces d'ordre N — n. 

En eOet, soit [x le nombre de sections qu'ii faudrait faire 
pour transformer nos surfaces en v morceaux monadelphes. 
On aura par definition 

Si Ton pratique une section, le nouvel ordre N| s'^valuera 
en observant qu'il faudra faire [x — i sections pour partager 
les surfaces en v morceaux monadelphes ; done 

done 

Ni = N-i. 

Si I'on pratique deux sections et si I'on appelle N2 le nouvel 
ordre de nos surfaces, on aura 

N, = N, — i = N — 2; 

el ainsi de suite, ce qui demonlre le iheor^me ^nonce. 

THtoREME III. — Une ritrosection ne modijie pas V ordre 
adelphique d'un systeme de surfaces. 

En effet, soient N I'ordre d'un systeme de surfaces, N' ce 
que devienl cet ordre apr^s une ritrosection : d'un point de 
la ritrosection menons une coupure qui aboutisse au con- 
tour de Taire, I'ensemble de la coupure et de la ritrosection 
forme une section^ si bien que I'ordre N" de notre ensemble 

de surfaces sera 

IS'=N — i; 
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mais on a aussi 

N'=N'-i, 

done N = N'. c. q. f. d. 

Theorems IV. — Vordre adelphique N d^une surface 
est igal au nombre de sections n qiiHl faut pratiquer pour 
la rendre monadelphe, augmente de un. 

En effet, Tordre d'une surface monadelphe 6lant -|- i, on a 
N — 71 = 4-1 ouN = /i-|-i. 

Th^oreme V. — Uordre adelphique dhine surface est 
igal au nombre de ses contours augmente d\in nombre 
pair positif ou nuL 

En effet, soient N Tordre adelphique d'une surface, C le 
nombre de ses contours; toute section pratiqu^e dans la sur- 
face augmente ou diminue d'une unite le nombre de ses con- 
tours, suivant que ses extremit(^s aboutissent au m^me con- 
tour primitif ou a des contours diff^rents ; mais toute section 
diminue son ordre d'une unit^. 

Done, au moyen de N -I- i sections, on peut rendre le 
nombre de ses contours ^gal a C — (N -h i)(2A' -+- i), et son 
ordre ^gal a -h i , elle sera alors monadelphe et le nombre de 
ses contours sera 6gal a un ; done 

i = C — (N-hi)(aX-H-i) 
ou 

2X:N-i-2A:-+-N = C; 

G differe done de N d'un nombre pair. c. q. f. d. 

V. — Ordre adelphique des surfaces de Riemann. 

Une surface de Riemann n'est pas n^cessairement mona- 
delphe, bien qu'elle puisse s'etendre a I'infini. En supposant 
qu'une pareille surface s'etende k I'infini, on la suppose 
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ferm^e (*) 6t contenant seulement une ouverture infiniment 
petite; son ordre sera done impair; done : 

Th^oreme I. — Toute surface de Riemann est d'lin ordre 
adelphique impair^ et elle devient monadelphe seulement 
au moyen d'un nombre de sections pair ip, 

Th^oreme II. — Soit une surface de Riemann formee 
de m plans superposes; soient w le nombre de ses points 
de ramification^ n^ , /la, . . .^n^les nombres de nappes quails 
r^unissent ou, si I'on veut, les ordres de ces points, V ordre 
de la surface sera 

et elle des^iendra monadelphe au moyen de 

n — w — 2m-+-2 = ti/? 



2: 



sections. 



En effet, prenons Fouverture infiniment petite pour base 
d'un cylindre coupant toutes les nappes, nous introduirons 
ainsi m — i r^trosections. Coupons encore la surface par un 
autre cylindre k base ferm^e infiniment petite, nous intro- 
duisons encore m retrosections sans alt(5rer I'ordre N de la 
surface ou du syst^me de surfaces dans lesquelles nous trans- 
formons la surface de Riemann consid^ree. Projetons la figure 
sur un plan parall^le aux feuillets de la surface de Riemann : 
la projection se composera de deux petites courbes ferm^es 
C, G et les points de ramification se projetteront en p,, 
p2> •••? Pw> menons alors iv lignes partageant Taire com- 
prise entre les courbes C, C en w cases contenant chacune 
un point p et un seul; enfin prenons ces lignes pour bases de 
surfaces cylindriques droites quicouperont la surface de Rie- 
mann suivant [x =: mw sections. 

Les retrosections n^alt^rant pas Tordre de la surface, nous 

(*) Uo plan peut Hre consider^ comme une sphere de rayon inflni. 
L. — Traite d' Analyse, IV. 34 
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n*en tiendrons pas compte. Mais toutes les coupures, sections 
et r^lrosections ^UdI faites, la surface de Riemann est rem- 
placee par des morceaux d^tach^s : le premier cylindre a 
d^tach^ m — i morceaux, le second en a d^tach^ m, les 
autres cylindres ont d^tach^ des morceaux dont nous allons 
compter le nombre. Supposons qu'il s'agisse des morceaux 
qui, en projection, contiennent le point p/, nous auroos 
m — rii feuillets s^par^s plus /i,- feuillets r^unis, en tout 
m — ni-\-\ morceaux; le nombre total des morceaux sera 
done 

V = m -\- m — n-\^(wi— -/i|-+-i) = (w-Ha)/n-Hcv — i— ^ n. 

Or, en vertu du th6or^me I du paragraphe precedent, 

N = [i. — V -I- a ; 



lone 



ou 



N = \/i — am— tv-f-3. c. o. f. D. 

Ce raisonnement tombe en defaut quand deux points de 
ramification viennent a se confondre ou, plus exactement, 
viennent k se placer Tun au-dessous de I'autre. Mais, si Ton 
observe que le nombre N ne change pas en tordant un peu la 
surface de Riemann, de mani^re que les points de ramifica- 
tion, d*abord projet^s sur le m^me point, viennent se pro- 
jeter en des points diiT^rents, on verra sans peine que les 
conclusions pr^c^dentes sont toujours exactes. D^ailleurs 
ce cas ne se pr^sentera jamais dans ce qui va suivre. 
La fonction 

^{x — a){x' — b) 

pent 6tre representee sur une surface d'ordre 

a-T-a — a. a — a-+-3 =i. 

Nous allons maintenant nous occuper de la construction de 
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la surface de Riemann, sur laquelle on peul repr^senter une 
fonction aigebrique donnde. Pour cela, il est n^cessaire de 
revenir un instant sur le mode de representation de Cauchy. 

VI. — Types simples de fonctions algebriques que Ton peat 
se bomer a considerer dans la theorie des integrales abeliennes. 

Supposons que 

(I) fi^^y) = o 

soil r^quation aigebrique qui d^fmit la fonction^, qui enlre 
dans une int^graie abeiienne. On pent loujours supposer 
que la courbe representee par Tequation (i) n'a pas de 
points multiples k tangentes confondues; car, si elle avait de 
tels points, on pourrait les faire disparaitre au moyen d'une 
serie de transformations quadra tiques, transformations qui 
remplaceront Tintegrale abelienne par une autre de meme 
nature (p. 7.3). 

Les points singuliers de^ ne sont plus alors des points de 
ramification. En faisant subir k la courbe (1) une transforma- 
tion homographique, on pent toujours faire en sorte que les 
tangentes paraiieies a Taxe des x aient avec la courbe un con- 
tact du premier ordre; une pareille transformation change 
I'integrale abelienne en une autre integrate abdlienne, dans 
laquelle la fonction aigebrique y n^a que des ramifications 
simples, c'est-^-dire est telle que deux seulement de ses 
valeurs se permutent autour d'un m^me point critique; 
enfin, on pent toujours faire en sorte, au moyen de cette 
meme transformation homographique, que le point k Tinfini 
ne soit pas critique. Ainsi, une fois pour toutes, dans ce qui 
va suivre, nous supposerons que les fonctions algebriques que 
nous aurons k considerer : 

1** N'ontpas de points critiques d Vinjini; 
2® Autour de leurs diners points de ramificationy deux 
valeurs seulement de la/onction se permutent entre elles. 
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VII. — Systemes de laceU d'uii polygone. 

Soil y une fonction alg^brique de x qui ne pr^sente plus 
que des ramifications simples et a distance finie. Soient a|, 
a^, • • M ^w ces ramifications, que nous supposons rang^es 
dans un ordre quelconque. Appelons Xo un point k partir 
duquel nous ferons varier x^ et qui sera la limite inferieure 
des integrates ab^liennes que nous aurons a considerer. 

Joignons successivement les points ai, ^2, •••, a^ au 
mojen de Hgnes droites ou courbes, assujetties seuleraent a 
ne pas se couper, a former un polygone ferm^ ai, a2j . . ., 
a^^ que nous appellerons le polygone C relatlf a Tarrange- 
ment ai, a2, •••, cl^^,, qui contiendra dans son interieur le 
point Xq. 

Formons ensuile un systeme de lacets ayant leur entree el 
leur sortie en Xq et leurs points critiques respectivement en 
a<, <22, . . ., ciw' Nous assujettirons ces lacets (qui pourront 
avoir leurs bords courbes ou rectilignes) : i° ^ ne pas se 
couper mutuellement; 2** k ne point sortir du polygone C, 
si ce n'est dans la partie circulaire qui entoure les points cri- 
tiques. Ge systeme de lacets sera dit relaiif au poly gone C. 
Nous appellerons lacet at celui dont le point critique est ai. 

Supposons la fonction y d'ordre m et soient j^i, ^2? • • -^ 
y,n ses di verses valeurs en x^^. Si Ton part de x^ avec la valeur 
initiale y^ Ae y^ et si Ton parcourt le lacet a/, on reviendra 
en general en Xq avec la valeur initiale Ae y^\ alors le lacet a, 
est dit inactif, Mais il pent arriver aussi que Ton revienne 
au point Xq avec une valeur j/'v dey dilTerente de y^^, le lacet 
est alors actif et Ton dit qu'il unit ou permute les valeurs 
y^ et^v de y\ on dit aussi que le point ai unit ou permute 
ces valeurs. II va sans dire que les valeurs de y permut^es 
par un lacet changent avec la forme afTect^e par les bords de 
ce lacet, quand les anciens et les nou veaux bords comprennent 
entre eux des points critiques. 
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^ux sotnmets coDs^cutifs; k cet eSet, 
~ , ^ -ndre a,_, a at on joigne ai_, k ai^.t 

■. ^ ai puis k at+i, et ainsi de suile, 
» ja un nouveau polygone C, et 
:; I ,">ndront de nouveaux lacets. 
i' ^ ■I I '"ilcsj qie le c6t^ a,_i a,-^, 

■i oqui. > ^ 4 ^"^ ,ilui est ext6rieur;enfin 

.c. Soil _)-. ^ ^ ^ -I 4*oit ext^rieur, mais en 
.ti lacet a,-; me "* ^ > ■ ^- ^^^^ ^^fig- '^i 

ii a) unissant^, ^^y'i £- .■tsdiscontinus. 

^esignons par aj un lacet n \i'-ij'*i+ii ■■■)a».t 

valeur^j de y {el il en existera Ur. *■ issentioujoiirs 

el yt, se permulanl exclusivement, : \° forme : sa 

^i^uation alg^briquc irr^duclible); metlon^ ^Icins, son 

lesautres lacets unissant_^) o\i y^ky^, soitaj,, "in^nl ie 
s^nl yi, y-i oa y^ ii une notivelle valeurjf, de v. ii lacets 
suite. Les lacets a,-, aj, a/,, ..., a I'aide deaqm-i^ 
passer de_j') ay„, chotsiscomme il vient d'etre dii,for^"v 
que I'on appelle un sjsl^me de lacets fondamentaux "^ 

Nous dirons que des lacets ou des ramificalions form 
un groitpe, lorsqu'ils unissenl les deus m€mes valeura de 
el qu'il o'exisle pas d'autres lacets oa d'auires ramificaiion 
unissant les m^mes valeurs dej^. Le groupe forme des laceis 
qui permutent^,- el_^y sera d^sign^ par G/y. 

Ua groupe qui coDlienl un lacet fondamental sera ce que 
nous appellerons un groupe fondamental. 

Nous remarquerons, au sujet des lacets fondamentaux : 
1° Qu'il existe toujours un lacet fondamental permu- 
tantyi avec une valeur de y d'indice moindre. 

Ces lacets ayant ^t^ fournis de maniere k passer de yt k 
toules les valeurs dey prenant des indices croissants. 

2" On peut toujours passer de la valeur yp quelconque 
alavaleury^au moyende lacets fondamentaux , a I' exclu- 
sion de tout autre lacet. 

En effet, au moyen de lacets fondamentaux, on permutera 
yp successivement avec des valeurs d'indice moindre et I'on 
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tombcra suv y^ ; en parcourant ensuite la suite nalurelle des 
lacets fondamenlaux, on finira partomber suryq, puisque les 
lacets en question sont choisis de maniere a atteindre toutes 
les valeurs de y. 

La route que nous avons suivie pour passer de^^ a y^ ne 
sera pas toujours la seule que Ton puisse suivre, et Ton con- 
^oit qu'il ne soit pas necessaire de descendre jusqu'al'indice i 
pour atteindre Tindice q» 

IX. - Effet prodnit par nn changement de forme dn polygone C. 

Supposons que Ton ait form^le polygone des ramifications 
comme il a ^te expliqu^ au § VII, et designons par a^y 
a^-, O'Z', » • . f a^ ses sommets successifs qui sont les iv points 
de ramifications de la fonction^ que nous supposons toujours 
d'ordre m. 

Chacun des lacets que Ton pent former en prenant pour 

Fig. i5. 



origine le point Xq et pour point critique Tun des points ai, 
^2, . . . , a^^,y sans sorlirdu polygone C, comme il a^t^expliqu6 
au § VII, permute deux valeurs bien determin^es de y^ 
mais ces valeurs dey dependent de la forme donn^e au poly- 
gone C, ou plus exactement de I'ordre dans lequel on range 
ses sommets a« , ^2, . . . , a^^,y parce qu'alors la forme des lacets 
change compl^tement. 

C'est ce que nous nous proposons d'examiner en detail. 
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Permutons d'abord deux sommets cons6cutifs; k cet efTet, 
imaginons qu^au lieu de joindre «i_i a a/ on joigne ai_i k ai^^ 
el qu'ensuite on joigne a/^< a ai puis ^a/^a, et ainsi de suite, 
comme auparavant. On formera un nopveau polygene C, et 
a ce nouveau polygone correspondront de nouveaux lacets. 
Nous supposerons, une fois pour toutes, que Iec6t^a/_| a/^i 
est interieur au polygone G,quea/ai,j.2 1"^ est ext^rieur; enfin 
<iicti^i pourra lui ^tre soit interieur, soit ext^rieur, mais en 
tout cas Xq sera int^rieur k C comme k C. Dans i^jftg- i5, 
le polygone C est en traits pleins, C en traits discontinus. 

Les lacets, relatifsaux points ai, ^2? •••? ^i-d ^i+o •••? ^w9 
n^ayant pas n^cessairement change de forme, unissent toujours 
les memes racines; mais le lacet ai a chang^ de forme : sa 
nouvelle forme dans ^Bjlg. i6 est trac^e en traits pleins, son 
ancienne forme en traits discontinus, et, en d^formant le 
nouveau lacet a/, on voit qu'on leram^ne aux anciens lacets 
parcourus successivement 

les lignes compos^es de traits et de points sont les c6t6s du 

Fig. i6. 

/ • ir" 

// / // 







ll'. '' ^^ 

illy 

polygone C. II r^sulte de \k qu'en appelant a, p, y, 8 quatrc 
entiers quelconques differents, et au plus 6gaux k in : 
1° Si, primitlvement, 

at^x permutait y^ et j^p, 

at 7y et yi, 

maintenant a/ permute y^ et yi] 



> 
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2" Si, primilivement, 

a/4.1 permutait ^a et j^p, 

€ti y^ el yy 

maintenant a/ permute y^ el y^ ; 

3"* Si, primitivemenl, 

a/H-i permulail y^. el ^p, 

«/ ra et ^p, 

maintenant a/ permute y^x et ^p; 

en d'aulres termes, «/ w/ifV les mimes racines dans C et C, 
5i a/ ef a/_^i unissaient les mimes racines ou des racines 
toiites differentes, 11 unirait des racines diffirentes dans 
G et C, siy dans C, ai et a^.^ unissaient des racines dont 
une seulement appartient aux deux lacets^ alors ai dans 
C unirait les racines non communes. 

En tout cas, un lacet qui retrograde unit toujours les 
mimes racines. C'est le lacet qui avance qui seul peut unir 
des racines differentes de celles quHl unissait avant de 
changer de place. 



X. — Theoreme de M. Luroth. 

Lemme I. — On peut toujours former le poly gone des 
ramifications, de maniire que ses sommets soient dans un 
ordre tel, que les lacets correspondant d ces sommets 
donnent lieu aux groupes successifs 



mi 



Gu, G18, «..» Gi/n, Gj^j, ..., G/n_i 

dont quelques-uns peuvent manquer. 

En eflet, prenons pour premier sommet un point unissanl 
y\ cty2j le polygone ^tant d'ailleurs form6 d^une fagon arbi« 
traire; consid^rons alors un autre sommet unissanl j^i ety^^ 
faisons r^trograder ce sommet par le proc^de indiqu^ au 
paragraphe pr^c^dent pour le placer le second, d'apr^s la 
remarque failedans ce paragraphe, il uniratoujours j'l ety^- 
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Prenons un troisl^me sommcl unissant y^ et ya, faisons-le 
r^trograder pour le meHre k la troisi^me place, et ainsi de 
suite jusqu'a ce que Ton ne trouve plus de sommets nouveaux 
unissant yi k y^' Faisons ensuite r^trograder de la raeme 
fagon les sommets unissant yi a j's, pour les placer a la suite 
de ceux qui unissent ^i a ^2, en nous reservant de placer 
loujours en l6le, s'il s'en forme de nouveaux, les sommets 
unissant y I ely^] plagons a la suite des sommets unissant y« 
a ^3 ceux qui unissent^i et^4, et ainsi de suite; nous arri- 
A^erons ainsi a former les groupes successifs 



Gn, Gi3, ..., Gi/rt, Gi3, ..,, G,rt_i 



nii 



dont quelques-uns <^videmment pourront manquer. 

c. Q. F. D. 

Lemme II. — Ces groupes G|2, Gi3, ... conliennent 
chacun un nombre pair de lacets, et par suite le nombre 
total des lacets est pair. 

Pour le prouver, d^crivons la serie totale des lacets succes- 
sivement, ce qui revient a d^crire un lacet ayant le centre de 
son cercle a I'infini; TinGni n'^tant pas critique, le point 
d^crivant reviendra en Xq avec la valeur initiale de y\ mais, 
si le groupe G|2 contenait un nombre impair de lacets en 
partant de Xq avec la valeur initiale y<, on reviendrait, apres 
avoir parcouru le groupe G|2, avec la valeur j'2 ; les groupes 
G<8, G<4, . . ., G|m seralent inactifs, et, comme les groupes 
suivants ne permutent j^< avec aucune autre valeur de y, on 
ne saurait, apres avoir parcouru les lacets restanls, revenir 
en Xo avec la valeur initiale y^ : ainsi le groupe Gi2 contient 
un nombre pair de lacets. 

Je dis que G<3 contient aussi un nombre pair de lacets. En 
effet, partons toujours avec la valeur initiale j^i dey; on 
parcourt le premier lacet de Gij avec la valeur initiale ^i 
de J', puisque G|2 contient un nombre pair de lacets, et, si 
G|3 contenait un nombre impair de lacets, on terminerait le 
parcours du grcfupe G^ avec la valeur ys de y» Les groupes 
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G|4, . . ., G|m seraient inactifs el les suivants ne sauraient 
raraener la valeur initiale j'l, leurs lacets ne permutanl celle 
valeur avec aucune autre. Gf 3 a done un nombre pair de lacets : 
on verrait de m6me que G^, G|5, • • . ont un nombre pair 
<le lacets. 

Lemme III. — On pent ranger les sommets du poly gone 
des ramifications dans un ordre tel que les lacets successifs 

donnent lieu aux groupesG^^^ G43, • . . , Gto_i,w Merits dans 
un ordre quelconque. 

En effet, je dis qu'en permutant un lacet avec un groupe 
(ou, si Ton veut, un sommet avec un groupe de sommets), 
-on ne modiiie pas FefTet de ce lacet ni celui des lacets du 
groupe. Pour le demontrer, supposons que le lacet /permute 
yi et^yet que les lacets /', /"permutent j^^ ct j^^, les chemins 
composes de /, /', f ou de ^, F ^ I auront le m^me effet que /, 
car I'effet de /', /" est nul; et, comme le nombre des lacets 
•d'un groupe est pair, I'effet de la permutation d'un lacet avec 
un groupe contigu et, par suite, d'un groupe avec un groupe 
contigu est nul; il en re^sulte que I'effet de la permutation de 
deux groupes quelconques est nul aussi, et que I'on peut 
supposer les groupes places dans un ordre quelconque. 

C. Q. F. D. 

Lemme IV. — Etant donni un groupe qui ne permute 
pas y% avec une autre valeur de y^ on peut toujours rem- 
placer son indice le plus e lev e par un indice moindre. 

En effet, soit G).jj: un groupe dans lequel on peut supposer 
[A > )^ !> I ; parmi les groupes fondamentaux il y en a un (p. 3^3) 
permutant ^jx avec une autre valeur de^ d'indice moindre^,-; 
soit G/u. ce groupe; pla^ons la suite des groupes dans Tordre 

• • • > ^i^> ^X{JL» • • • > 

remplagons le groupe Gi^ par une suite H de lacets permu- 
tant j'/ el y^ et par un lacet / de m^me nature, on pourra 
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remplacer J 'arrangement pr^c^dent par 

. . . , J], /, '-'),{i} • • • J 

mais, en permutant le lacet / et le groupe Gxji, on ne change 
pas Teffet de ce groupe et de ce lacet ; Tarrangement consid^re 
produira done le meme effet que le suivant : 

. . . , H, (jX(i> h • • • • 

Faisons alors retrograder le lacet / pour le placer successive- 
men t avant chaque lacet de Gx|i, son effet ne sera pas change ; 
mais les lacets de G>.||. permuteront alors i et a, et Ton aura 
un nouvel arrangement 

on a done remplac^ le groupe donn6 G\^ par un autre ayant 
11 n indice commun et un indice moindre. 

c. Q. F. D. 

Lemme V. — On peut supposer tous les groupes affectes 
de V indice i . 

Gar un groupe peut toujours 6tre reraplac^ par un autre 
ayant un m^me indice et un indice moindre, quand Tun de 
ses indices n'est pas I'unit^. 

Lemme VI. — Si un groupe contient plus de deux lacets , 
on peut suppr inter deux lacets dans un groupe et aug^ 
menter un autre groupe de deux lacets. 

En effet, consid^rons deux groupes G\^ et G;,^ et supposons 
que G^^ contienne plus de deux lacets; on pourra toujours 
passer du groupe Gpq au groupe Gxji, a Taide d'autres groupes 
ayant en commun un indice, a savoir G^r? G^j, . . . , Gmjjl, et 
il suflira de prouver que Ton peut faire passer par exemple 
deux lacets d'un groupe G^^ dans un autre (jpq ayant un 
indice commun avec lui. 

D^composons G^r en deux parties, Tune H^r et I'autre con- 
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tenant deux lacets /', /"; en plagant les groupes G^y, Gqr I'un 
a c6te de rautre, on aura Tarrangement 

Faisons avancer les lacets /', P successivement, de mani^re a 
les placer apr^s le premier lacet /de Gpg : an lieu de permuler 
yq ^^^n ^'s permuteront j'^ ct^rj le premier lacet / ayant 
retrograde permute toujours yp el yq', si on le remet a sa 
place, /' et P permuteront toujours yp et^r? et / permutera 
successivement^^ et^r? yp elyq. On obtiendra ainsi I'arran- 
gement 

de tout a Theure, k cela pros que P et P permutenl j'^, et yr. 
Faisons maintenant passer /' et P avant le dernier lacet /, 
de Hqr^ I permutera alors yp elyr, puis de nouveauy^ ^lyr'i 
enfin, remettons /' et P en place, de maniSre a obtenir de 
nouveau Tarrangement 



H^rj ^'> /"> G 



pqi 



I et /' permuteront y^ ^^yq • J^s pourront alors 6 ire censes 
faire partie du groupe G;,^. En r^sum^, Gqr se reduira a un 
groupeH^rContenant deux lacets demoins, etG^,^ a un groupe 
contenant deux lacets de plus; de Ik d^coule le th^or^me sui- 
vant de M. Liiroth : 

Th^oreme. — Etanl donnee line fonction algebrique y 
d*ordre m, on pent toujours passer d^une valeur d une 
autre de cette fonction y en construisanl ses w lacets de 
maniere quHls soient distribu^s suivant m — i groupes ^ 
le premier forme de w — 2(m — a) lacets permutant y^ 
ety2y les m — 2 autres contenant chacun deux lacets per- 
mutant y^ avec une des autres valeur s de y ; ces autres 
racines etant les mdmes pour un mime lacet et differentes 
pour des lacets differents. 

En effet, en vertu du lemme V, on peut supposer les lacels 
en groupes G,2, G,3 . . . , G^m portant tons Tindice i , et, en 
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vertu du lemme VI, on pent supposer que G«j conlienne 
iv — 2(m — 2) lacets; Gu, Gij, ... en contenant chacun 
deux seulement, puisque Ton doit forc^ment laisser deux 
lacets dans chaque groupe. 

Ainsi se trouve ^tabli le th^or^me de M. Liirolh, qui est 
capital dans la theorie des fonctions alg^briques et de leurs 
integrales. {F^oir Clebsch, Mathematische Annalen, t. VI, 
etLiJROTH, id., t. IV). 

XI. — Constmction d'one surface de Riemann 
pour nne fonction algebriqne d'ordre m. 

Supposons que, pour la fonction y d'ordre m, on ait con- 
struit un groupe fondamental de lacets G42; G13, . . ., Gi^) 
le premier contenant w — 2(771 — 2) lacets et les autres deux 
lacets seulement, w designant le nombre total des lacets, ce 
qui est permis d'apr^s ce que Ton a vu tout a Theure. 

On construira une surface de Riemann de la fagon sui- 
vante; on supposera m plans sur chacun desquels on atta- 
chera une valeur ddtermin^e de y. Soient Oi, a2, ..., aq 
les points critiques unissantyi a ^2; on joindra aiaj, ctt^a^^ 
^3^0) •••• Suivant ces lignes (trac^es de mani^re k ne pas 
se couper), on ^tablit des lignes de passage le long desquelles 
on sonde les plans relatifs kyi et^2' En second lieu, on eta- 
blit des lignes de passage entfe les plans relatifs ky^ et^s, 
^ y* ^^^4? • • • 5 ces lignes de passage ^tant respectivement 
trac^es entre les points critiques qui unissent j'l ky^^yt 
3^4? • • •> ces lignes 6tant trac^es, bien entendu, de mani^re 
k ne pas se couper. 

Toutes les fois que le point x chemine sans franchir une 
ligne de passage, il reste sur le m^me feuillet de la surface 
de Riemann, et, quand le point x revient au point de depart, 
il y revient avec la m^me valeur de^. 

Toutes les fois que le point x franchit une ligne de pas- 
sage, on suppose qu'il passe sur le feuillet soud^ a celui qu'il 
vient de quitter. 
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Tout cela revient bien a dire que, quand le point x d^crit 
un contour ferm^ enveloppant deux points critiques unissant 
les deux m^mes racines, il revient au point de depart avec la 
m^me valeur de jk? et que, quand il contourne un point cri- 
tique, il revient avec la valeur que permute ce point critique. 

Appelons feuillet i, 2, 3, ... le feuillet sur lequel on re- 
pr^sente jkm ^2? J'a? . . . ; si nous passons un couteau exitre 
les feuillets 1 et 2, i et 3, . . ., i el i — 1, i et f — 2, . . ., 
I et m, et, si nous coupons les communications entre les plans, 
le feuillet i restera seulement uni au feuillet /, et il est facile 
de voir qu'il forme avec ce feuillet une surface monadelphe, 
si, bien entendu, Ton suppose que Ton ne tienne pas compte 
des ouvertures faites en coupant les communications; une 
surface de Riemann k deux feuillets et a deux ramifications 
^tant d^un ordre adelphique 6gal k un. 

Ceci pos^, nous allons chercher a rendre la surface de Rie- 
mann monadelphe. 

XII. — Systeme canoniqne des sections. 

On pent rendre monadelphe la surface de Riemann consi- 
d^r^e tout k Theure au moyen d'un systeme de sections dites 
canoniquesy et que I'on forme comme il suit : 

Laissant de c6te les points de ramification qui unissent les 
feuillets 3, 4> •• •, /w au feuillet i, appelons a,, a^j a^, a^y 
^5, a^, ^7? «8 les points de ramification qui unissent j^i et^j; 
soient ai^a, a^aj^^ a^a^^ aja^ les lignes de passage corres- 
pondantes marquees en trails ---; ^tablissons sur le feuillet 
n° I trois r^trosections /• enveloppant les lignes de passage 
fiKi«2) ^i^Jk el a^Uoj ces rdtrosections r ont la forme ellip- 
tlque (*). Toujours sur le feuillet n^ i tragons des sections ^ 
allant de chaque r^troseclion elliptique a la suivante; enfia 
^lablissons un dernier systeme de sections a- allant, sur la 



(>) Le mot elliptique ici n'est pas employ^, bien entendu, dans le sens 
qu'on lui attribue dans la theorie des sections coniques. 



> . 
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feuille n** i et sur la feuille n** 2, d'une des lignes de pas- 
sage a<a2, a^a^j a^a^ k la ligne de passage UtU^, Ce sys- 
t^me de sections a rendu notre surface monadelphe, son 
contour est unique, et il est facile de constater qu'il ne se 

Fig. 17. 




coupe pas et qu'il est ferm6, en le suivant tout du long et en 
d^coupant la flgure suivant les lignes qui y sont trac^es. 

Le sysl^me de sections qu'il a fallu pratiquer pour rendre 
la surface monadelphe se compose : 



I** Des r^trosections r au nombre de 



w 



(m — 2) — 
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iV 



li® Des sections s au nombre de {m — 2) — 2 -, 






3*^ Des sections <r au nombre de (m — 2) — i. 



Les r^trosections r formeot avec les sections s des sections 

au nombre de (m — 2) — 2, mais la premiere r^lrosec- 

tion peut ^tre consid^ree comme une section allant d'un des 
bords de la surface de Riemann k Tautre, ces bords etant ceux 
d'une ouverture infiniment petite; on a done en tout 

IV — 2(/?l — 2) — 2 

sections k faire. En g^n^ral, 

w = m{m — i) — 20, 

o d^signant le nombre des points doubles de^ ; alors ce nombre 
des sections k faire est 

m{m — 1) — 2(m — 2) — 28 — 2 
ou 

(m — l)(/W — 2)— 2$ = 2/7, 

p d^signant le genre de j'. 

On voit que le nombre des sections r est p^ ainsi que le 
nombre des sections o-. 

XIII. — Sur nne propriete des fonctions algebriques. 

Soil S une surface de Riemann sur laquelle on peut 
reprisenter la fonction algibrique y definie par Inequa- 
tion 

irreductible ; toute fonction u monodrome sur cette sur- 
face S, ne possidant pas de points essentiels, est necessai- 
rement une fonction rationnelle de x et de y, 

Une demonstration tr^s simple consiste k remarquer que 
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les fonctions u et y ^tant representees sur la xn^me surface 
el u etant alg^brique, puisque les fonctions symetriques de 
ses valeurs sont rationnelles en :r ; j^ et u sontde m^me genre 
yo, puisque 2.p est pour Tune et I'autre fonction le nombre de 
coupures k faire pour rendre la surface S monadelphe ; u est 
done fonction rationnelle de x ety. 

Mais, pour effacer I'impression extraordinaire que ce genre 
de demonstration, auquel on n'est pas habitue, pent laisser 
dans Tesprit, nous donnerons une autre demonstration, due 
a M. Briol. On pent enoncer le th^oreme que nous voulons 
d^montrer comme il suit : 

E tant donnee V Equation algebrique entiere d' ordre /?2, 
f{x^ y) = o, to ute fonction u de x et y qui, pour un meme 
systeme de valeurs de x et yy n^admet quUine seulenaleur 
et qui n'a pas de points essentiels, est fonction rationnelle 
de X et y. 

La fonction u en question est algebrique, en vertu d'un 
theor^me connu ; il reste a prouver qu'elle est fonction ration- 
nelle de X et dey. A cet effet, designons par w, , u^, . . . , u„i 
les valeurs de la fonction u et yi , y2^ . . . , ym celles de y: 
posons 



2wi=/>o, 2"/ri = 



Pi 



Les fonctions p^, pi, ... sont rationnelles en jt, et de ces 
Equations du premier degr^ en «|, Wa, . . ., w,,* on deduira 
Uiy Uiy ..., Um'y on sait r^soudre ces Equations et Ton a 
symboliquement 



Ui = - 

p—yt 



YJ^^yiVV 



formule dans laquelle il faut remplacer, apr^s le developpe- 

L. — Trailed: Analyse, IV. 25 
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ment de ^ J_ ^ > les exposanls de p par des indices. On en 
conclut 

p—y' ^y 

Telle est Texpression de la fonction w au moyen de x et j^. 



XIV. — Extension des theoremes de Gauchy. 

En general, une fonction u possedant les m^mes ramifica- 
tions que la fonction algebrique yde a: pourra 6tre consid^r^e 
comme monodrome sur la surface de Riemann propre k repr6- 
senter la fonction y. Si nous la supposons monog^ne, finie 
ct continue, except^ en des points isoles qui pourront Hre 
des infinis ou des points essentiels, elle jouira de propriet^s 
analogues aux fonctions que Ton pcut repr^senler sur le plan 
de Gauchy. 

Une telle fonction pent toujours ^tre regardee comme une 
fonction monodrome et monogene de x et dey\ en effet, le 
raisonnement que nous avons fait au paragraphe precedent 
est encore applicable au cas actuel, a cela pres que les quan- 
tit^s Po, Pit P2f . • . ne sont plus des fonctions rationnelles 
de X, mais de simples fonctions monodromes et monog^nes. 

II en resulle que, dans le voisinage d'un point de ramifica- 
tion a, la fonction u est susceptible de se d^velopper sui- 

vant les puissances de (x — a)^, [jl d^signant un entier au 
plus egal a m (dans le cas qui nous occupe, et ou la fonc- 
tion jk ri'a que des ramifications simples, [jl= 2). En posant 
X — a = JJ, la fonction u deviendra done monodrome par 
rapport a ^ dans le voisinage du point ^ = sur le plan de 
Gauchy. 

Lc th<5or^me de Gauchy, en vertu duquel 

« Uintegrale d'une fonction monodrome, monogene, 
flnie et continue a V inter ieur dUin contour C prise le long 
de ce contour est nulle » , 
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€St encore vrai si le contour C est trac6 sur une surface de 
Kiemann servant a repr^senter la fonction alg^briquey; il 
n^y a rien k changer a la demonstration donn^e plus haul 
pour le cas ou le contour C est trac^ sur un plan de Cauchy. 

Les corollaires du th^or^me de Cauchy sont encore appli- 
cables aux fonctions monodromes sur la surface de Riemann. 

Proposons-nous d'evaluer I'integrale 






prise le long d'un contour ferm^ trac^ sur une surface de 

Riemann, limitant une aire monadelphe G. 

Si cette aire C ne contient pas de ramifications, Pint^grale 

sera ^gale k N — N', N d^signant le nombre des z6ros, N' le 

nombre des infinis de f (3). Supposons que Taire C renferme 

des ramifications; considerons en particulier Tune d'elles a. 

La fonction <f{z) est, dans le voisinage de a, une fonction 

1 

monodrome et monog^ne de (5 — a)^^ [jl designant un entier 
(6gal a 2 dans les cas qui vont nous occuper), et «p(5), dans 
le voisinage du point a, pourra se mettre sous la forme 

V 

{z-a)H(zU 
^(z) n^^tant ni nul ni infini pour z=^ a; ainsi Ton aura 



rint6grale 



o{z) ^(^) |A -5 — a' 

1 rtlfl dz, 



prise le long d'un contour ferm6 autour de la ramification, 
sera ^gale k 

OU, en posant 5 = a -f- ^K-, 



H* 2ir / — I J C 
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rinl^grale 6tant prise cette fois sur le plan de Cauchy le 
long d'un contour ferm^, tournant une fois autour de I'ori- 
gine, ce qui donne tout simplement v. 

On peut done dire que : 
L'inlegrale 



ou bien 






211 V^ 



repr^sente la quantite ^v, v d^signant I'ordre de multipli- 
city d'un zero quelconque de ^(z) dans Taire monadelphe le 
long du contour de laquelle Tinlegrale est prise. 

(L'ordre de multiplicite d'un z6ro a de la fonction <f{z) 
^tant Tordre de multiplicity de la fonction monodrome dans 
laquelle on la transforme en posant ^ = a -}- K^7 \f- designant 
le nombre des valeurs de © qui so pcrmutent autour du point a.) 

Enfin, pourTexactitudede renonce,il fautconsiderer les in- 
finis comme ^tant des zeros d'un ordre de multiplicity negatif. 

XV. — Classification des integrales abeliennes. 
Solt 

(i) \ ^ I ^{x,y)dx 

une int^grale ab^lienne, y designant la fonction alg^brique 
d^finie par Tequation irr^ductible de degre ni 

(a) f{^,y) = o 

oil, en introduisant la variable z pour Thomog^n^it^, 

(3) f{^,yi^) = o. 

Nous ferons, pour abrdger, 
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Eflectuons une transformation homographique, et posons 

"de mani^re que la courbey* := o n'ait pas d'asymp totes paral 
l^les aux axes et qu'il existe un terme en rj^ et un autre en 
i,"^ dans Tequation, Soit F ce que devient / apres la transfor- 
mation et ^ ce que devient cp, nous aurons 

en posant alors 

A = c6' — 6c', 

B = ac' — cct', 

C = fta" - ab\ 
il vient 

Or on a 

o=F,c?5-^F,flf7)-^F3e/C 
et, par suite, 

F, " F, " Fa ' 

si Ton d^signe par p chacun de ces rapports, on trouve 

_ AFt -t- BFj -^ CF, 

Or, en faisant l^ = i, rfJ^ = o, on voit que 

_ dr\ ^ d\ ^\dr\ — 7) c^ 

^""~ f; "f; "" f; 

di 
Nous prendrons p = - , et V prendra la forme 

V- r^i> ,^ AF^-4-BF,-4-CF. dl 
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Dans cette formule, le degr^ de 4> est z^ro, ceux de F< , Fj, F^^ 
sont m — I ; done on pent supposer 

le degri de M etant super ieur de m — 3 unilis d, celui de N. 

Cette formule est susceptible de nouvelles reductions; ap- 
pelons n le degr^ de N, celui de M sera m-\-n — 3. 

On pent, comme I'on sait, determiner des polyn6mes G 

et H, tels que 

G/-4-HN=X, 

X d^signant un polyn6me entier en X, de degre m/i, et G, H 
des polyndmes de dcgr^s mn — met nxn — n respectivement 
en X ety ; par suites en observant quey= o, on a 

^, X M HM 

N = — et — = — - ' 
H N X ' 

la formule (4) devient alors 

MH dx 



/*MH dx 



Divisons MH par yet ordonnons par rapport ay, on pourra 

poser 

MH=/Q-+-R ou MH = R, 

R d^signant un polyn6me de degr6 m — i eny^ mais de degre 
m-\- n — 3 -h mn — n=^ mn ~\- m — 3 en a: ; on a alors 

R dx 



/R dx 



Divisons maintenant II par /2y el, ordonnant loujours par 
rapport ky, posons 

r sera de degr6 m — 2 en j^, et Ton aura 

r dx 



'-fi'^^Iii 
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La premiere int^grale s'obtient par des precedes 61emen- 
taires; nous n'avons plus qu'a considererla seconde 

r dx 



il 



/rdx 



Divisons r par X et ordonnons par rapport aux puissances 
de x\ nous pourrons poser 

r = QX -+- e, 

Q d^signant un polyn6me de degr6 

mn -4- m — 3 — mn = m — 3 

en ar et de degr^ m — 2 en j^, et 6 un polyn6me de degr^ infe- 
rieur k mn en x et de degr6 m — 1 en y, peut se decom- 
poser en ^l^ments simples, si bien que I'int^grale Q se decom- 
pose en d'autres de la forme 

r Qdx r G jY^dT 

J A ^^ J W~a)^j,' 

Qd^signantun polyn6medu degre/n — 2 en.T ety (et meme, 
si Ton veul, de degr^ m — 3 en x), G une fonction de y 
seuly a et [L des constantes dont la seconde est cntiere et 
positive. Nous allons ^tudier successivement ces deux formes. 

. XVI. — Integrales de premiere et de seconde espece. 



Q <etant un polyn6me entier en x et^ de degre m — 2, 

est uneint^grale abelienne de premiere ou de seconde espece, 
suivant qu'elle reste finie ou peut devenir infinie. 
Le polyndme Q, ^tant de degr6 m — 2, contiendra 

(m — i)(m — a) 
2 

coefficients, et le nombre total des integrales distinctes de pre- 
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ini^re et de seconde esp^ce sera pr6cis^ment 6gal a ce nombre. 

Or, si nous supposons : i**.que y ne soil jamais infini, 

m&me pour a: = 00; 2° que deux valeurs seulement de y se 

permutent aulour d'un point critique, -j- ne deviendra pas 

infini, si ce n'est en un point pour lequel/2 = o ; car le degr6 
de fi est sup^rieur a celui de Q. Or, si/2 = o, deux cas 
peuvent se presenter : 

I® Le point a, b, pour lequeiy2 = o est un point ordinaire 
ou Ton n'a pas y^ = o ; y est de la forme 

y — b = A(a7 — a)' -+- B(ir — a)* -4-. . ., 
A, B, ... d^signant des constantes. Mais alors on a 

et 

/j(^, y)=fit{^ — «) -+-/«( J — b) 

ou bien 

i 

A{^iy)= M(ar — a)«-hN{jr — a) 



M , N, ... d^signant de nouvelles constantes dont la premiere 
n'est pas nulle si I'on suppose y22<o> c'est-^-dire si Ton sup- 
pose que deux valeurs de y se permutent autour du point 

a, b, -^ est alors infini, mais Tint^grale / -^ dx reste finie, 

c'est-^-dire de premiere espece. 

a" Si nous supposons que le point {a^b) soit un point sin- 
gulier, alors y,, f^ sont nuls tous deux; le point (a, 6) n'est 

plus en general critique, /o n'est plus de I'ordre -> mais bien 

de I'ordre un. L'int^grale consid^r^e devient infinie, elle est 
de seconde espece, 
De la resulte que : 

Si la courbe f := o rCa pas de points multiples, ily aura 

^ integrates de premiere espece, pas dinte- 

g rales de seconde espice. 



£tude des fongtions ab£liennes. 898 

Eq g^n^ral, si la courbe/= o a 5 points doubles, il y aura 
3 iDlegrales de seconde esp^ce et 

( m — i)(m — a) ^ 

int^grales de premiere esp^ce. Alnsi : 

Le nombre des intigrales abeliennes de premiere espece 
auxquelles donne lieu une fonction algibrique est 6gal au 
genre de cette fonction. 

II y a done toujours des int^grales de premiere espece, car 
nous ^cartons les fonctions alg^briques de genre o, lesquelles 
ne fournissent pas, a proprement parler, d'lnt^grales abe- 
liennes. 

XVII. — Integrales de troisieme espece. 

Les integrales de troisi^me espece sont de la forme 

Giy)dx 



/i 



elles se ramenent au type 



r G(y)dx 
J {x — a)f^(x,y) 



au moyen de diiF6rentiations relatives k a. Nous gen^i^ali- 
serons un peu ce type, et nous consid^rerons les integrales 
de la forme 

(I) f G(x,y)dx 



G designant un polyn6me entier en a: el y de degr^ m — 2, 
et aaj-f-py-f-Y une fonction lin^aire. Soient {Xi, yi), 
(^2 J ^2)7 • • • > (^mj ym) les coordonn^es des points d'inter- 
section de/= o et olx -f- ^y -{-7 = 0; par ces points, except^ 
par X\yi et ^2^2? faisons passer une courbe d'ordre m — 2, 
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qui passe aussl par les points singuliers de/=: o, nous I'as- 
sujettissons ainsi h moins de 

(m — i»(m — 2) (m — aVm-hi) 
m — a-i- = 

2 2 

conditions ; et, par suite, ces conditions peuvent 6tre remplies 
par une courbe d'ordre m — a qui pent pr^cisement ^tre 

assujettie a conditions. 

Soit G<2 = o la courbe en question, commey^o n'est 
pas unicursale, G|2 renfermera d'ailleurs au moins un para- 
mfetre arbitraire. Soit de m^me G|i = o une courbe d'ordre 
m — a passant par les points doubles de /= o et ses inter- 
sections avec aa? -H {3y -f- Y = o, except^ par x^, y\ et Xi^ 
yi^ .... Consid^rons la courbe 

G-h XjGn -+- XjGis-h. ..-r- X,rtGi;n = o; 

on pent determiner les constantes Xo, X3. . . . , de telle sorte 
que cette courbe passe par (^2> ^2) • • • (^w) ym)\ comnie 
elle est de degre m — 2 et qu'elle passe par /n — i points en 
ligne droite, elle se decompose en %x -f- py -4-^ = et en 
une courbe Q = o d'ordre m — 3; ainsi Ton a identiquement 

alors 

G -f- Xj G„ -f-. . .-+- X;„Gi;„ = Q(aar -f- Pj^ -h -jf ) 
ou 

G = a(aa7-4-p^-hY) — XjGii — ...— X,„G„„ 

Si Ton porte celte valeur de G dans (1), on voit que cetie 
integrate generate de troisieme espkce se decomposera en 
une integrate de premiere espice et en d^aiitres de troi- 
sieme espdce, tettes que 

r G d.r 

J {:lx-\ 



n^ayant ptus que deux infinis Xs et x^* 

Nous allons encore preciser davantage. Appelons ii, t,| , !J, 
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et lijfiiy K2 I^s deux points oi!i Tint^grale de trolsi^me esp^ce 

/ G(x,y)dx 

devient infinie ; ces deux points sont situ^s sur la droite 

OLX -f- Pj/" 4- y = o, 

dont nous ^crirons T^quation sous la forme 

X y z 
(a) 5i 7)1 Ci =0 ou Zdrarr^iCj. 

$1 "ni Cj i 

On peut representer un point x^y, z de cette droite par les 
equations 

et alors, en appelant P9 I'^manant -rr ^2+ t— ''I2-+- 37- S2« 
on aura 

En observant quey( $1 , tti 1 , t^i ) et/( $2 j ^2 > !^2 ) sont nuls, I'^qua- 
lion aux intersections de/=o et de la droite (2) sera 

Cette Equation doit avoir les m^mes solutions que 

OU que 

G(5„Ti„Ci)-+-PG-4--jP«G-+-...-4-G(5,,7)„ Ci) = o; 
done on aura 

Nous prendrons dorenavant pour type de notre inte- 
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grale de troisieme esp^ce V expression 

/G(a?, y)dx 

G{Xjy) = o sera une courbe de degri m — 2 passant par 
tous les points singuliers de f=^o et par m — 2 des points 
oil S ±^7i,J^2 rencontre f=^o\ les points $i, tji, 'Qx ^t Sj? 
7)2, 1^2 seront les seals points de rencontre de f^=o et de 
ll±xi\iX^2 p<^^ lesquels elle ne passera pas. 

On a vu que 

,,. 1 Ol^\ OT^\ Osl 

Galculons les r^sidus de la quanlit^ plac^e sous le signe / . 
Le r^sidu relatif ^ ^ == $, sera 

or 
et 

done 

(li-'i,)-^+(^-5.)-ff 

Szha?7ii;i= (a? — 5i) -^ 

L'expression (5) se r^duit alors k 

G($|, 7)1, C,^ 



(Tl,-Tii);^4-(?i— 5t);;F- 

c est-a-dire a 

G(5i, Tit, Ct) 
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ajoutant et retranchant au d^nominateur t^i -rp^ = JJ2 3^' on a, 

en verlu de (4), 

G($i,TOi,C i) ^ 

'w/CSl, 7)1, ;,)_G($i, Til, Ci)' 

c'esl-^-dire — i . 

Ainsi Vinlegrale de troisieme esp^ce prise le long (Van 
cercle infiniment petit decrit autour de Vun de ses infinis 

sera — 27c y — 1 pour le point \^ et -|-27ty' — i pour Ic 
point ^2' 

Si la courbe y = o n'est pas unicursale, il y aura loujours 
au moins une int^grale abelienne de troisieme esp^ce a^^ant 
deux infinis donnes. Ces infinis d^terminent la droite 

aar-r-p^-i-Y ou ^li: a?TQi J, = o; 

la courbe de degr6 m — 2, G = o est assujetlie alors a passer 
par les points doubles dey=: o et par les m — 2 intersections 
de la droite en question et de/=o. Ces conditions, comme 
nous Pavons vu, ne la determinent pas compl^tement et on 
pent Tassujettir encore k 

(m — 2) — = -^ 6 =p condit. 



XYIII. — Proprietes des integrales de troisieme espece. 



• 



Le ih^or^me bien connu d'Abel nous apprend que, si tu = o 
represenle une courbe alg^brique de degr6 /n h- i, 1^2 la d^ri- 
v^e de xs relative ky el F un polyn6me de degre m — 2, on a 



F(ar/, yi)dx, 

= 0, 



Xi ety^d^signant les intersections de nj = o avec une courbe 
algebrique quelconque tj; = o. Appliquons cette formule au 

cas ou / — dx est une int^grale de troisieme espece aux infi- 
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nis 5i et $2; supposons alors que F = passe par les inler- 
sections de/= o et ^ = o et que 

nous aurons 

et pour a: ==^/ 

Au contraire, pour x = Xp en appelant Xj ety'j les intersec- 
tions de g = o avec tj^ = o, il viendra 

(1) devient alors 

Nous allons transformer la seconde somme ; a cet effet, nous 
observerons que F = o passe par les intersections dey=o 
et ^ = o et que g^ est une constante numerique. D^signons 
pour un instant par ax -{- b les valeurs de y tiroes de ^ = o, 
F(x, ax + b) divisera f{x^ ax -\- 6), et Ton aura 

(3) fiXj ax-^ b) = {x — \i )(a7 — 5j)F(j7, arc -1-6) A, 

A d^signant un facteur numdrique que nous d^terminerons 
en prenant la d(5riv6e des deux mcrabres par rapport k Xy ce 
qui donnera 

~^'^^a = {x — '^^)F(x,ax-hb)X-^w, 

t 
(jj designant des termes nuls pour x=^i. Si Ton fait alors 

^= i« on a 
done 



A=: 






^^..J^^r.^\ ^«'-^«>" 



^^'--n^'i-^'i^-'^'S) 
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d^ailleurs 

/?» = $!- ?i; 

en vertu de (3), on aura alors 

et, par suite, la formule (2) deviendra 

Supposons maintenant la fonction ij de la forme <pi + )^-f2* 
'f I et cp2 d^signant des polyD6mes entiers de degre ni a coef- 
ficients constants ; les Xi et les Xj seront fonctions de \ et, en 
faisant varier A de o a oc, on aura 

^J Mxi,yi)l.±.xtri,r,^ Ad ^\x'j-\J^' 
mais, en observant que 

($t-^'i)($i-^;)...(?i-2?;,) 

est, k un facteur pr^s, ^gal au polyndme en $1 qui a pour ra- 
cines les abscisses d'intersection de <pi-^)v(p2 avec la droite 
g = o, on tirera 

y r ¥(xi,yi)dxi __ ?t(^, •y)i)?i(^i, TQ») 

Cette Equation est Texpression de Tune des formes du tb^o- 
reme d'Abel. Elle raontre que la sommedes integrates abe- 
liennes de troisieme espdce obtenues en prenant pour limites 
infirieures les intersections def^=^ oetOi'= o, etpour limites 
supirieures les intersections de f=^ o e^ cp2 = o, pent s* ex- 
primer au moyen des logarithmes des fonctions cp, et o^ 
pour lesvaleurs des variables qui rendent infinies les inti- 
grales de troisieme esp^ce. 
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XIX. — Snr les Taleors multiples des integrales abeliennes 

de premiere espece. 

SoJt Xo un point determine du plan, yt, y^y . . . , Vm. les 
valeurs de la fonction algebrique j^ en ce point; ^.valuons la 
valeur de I'integrale ab^lienne de premiere espece 



-L 



Q(Xj y)dx 



A cet effet, construisons d'abord le syst^me des Jacets 
dontil est question dans le th(5or^me deM. Liiroth (p. 3^6) 
w — 2(m — 2)lacetspermutentj^< etj^2» les a(/7i — 2)lacets 
restants se decomposent en m — i groupes de deux lacets 
permutant le premier groupevi et^s, . . . ; le (m — i)*^"**, y^ 

elym- 

Tout chemin d^inl^gralion allant de Xq k x se ram^ne a 
des lacets pris parmi ceux que nous venons de consid^rer et 
a un chemin determine XoXi que nous appellerons le che- 
min direct, et cela par une deformation continue qui ne iui 
fait franchir aucun point critique. Par consequent, en appe- 
lant toujours at. a^^ . . . , a^ les points critiques et zh(ai), 
±(^2)1 •••? ~(^«v) les integrates prises le long de ces 
lacets, la valeur la plus gen^rale de V sera de la forme 

Vt- -+- a, 

Vo Vo* . . . , ^m designant les valeurs de V prises le long du 
chemin direct x^Xi en prenant pour valeurs Aey en ^o? res- 
pectivementy^ ,^2? • • • » ym et en designant par a une somme 
de termes, tels que ±[a^)^ di(a2), .... Mais cette expres- 
sion V, -H a pent se simplifier. 

Tons les lacets permutant la valeur de j^i avec une autre, 
nous adopterons le signe -f- devant (a/) pour indiquer qu'il 
est parcouru avec la valeur initiate y^ de y. II resulte de 
cette convention que deux lacets actifs parcourus successive- 
ment seront afiectes de signes contraires, et la valeur la plus 
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g^D^rale de V sera, en prenant^i pour valeur iniliale, 

(I) («/•) — («;)-+-(«*)--• -H-V/i, 

h designant un des nombres i, 2, 3, • . . , m. 

Les differences («|) — (ay)peuvent s'exprimer lin^airemenl 
au moyen des seules differences 

que nous pouvons appeler Sji £3? . » •, t^\ en outre, on a 

(a/)=(a,;— [(rz,) — (a/)] = (a,) — er, 

en appelant alors S une somme de termes de la forme t^^ 
£3, . . . , Texpression (i) se r^duira aux types 

2-f-V„ 2-f-(aO-f-V/. 

Nous nous allaclierons surtout a Tetude du premier type et 
a revaluation de la somme S, que Ton appelle une periode 
de rint^gTale. 

Une premiere simplification r^sulte de ce que, si Ton 
considere un groupe Gu dans lequel / !> 2, on pent faire 
abstraction des lacets de ce groupe dans revaluation d'une 
somme S. En effet, supposons qu'il entre dans cette somme 
une integrale prise le long d'un lacet permutantyi avec j^/, 
nous ne pouvons revenir en Xq pour dccrire le cliemin direct 
XqX avec la valeur initiate y^ qu'apres avoir parcouru un 
second lacet permutant j'l et j'/J si c'cst le m^me lacet, la 
seconde integrate detruira la premiere; si c'est I'autre lacet 
du groupe, je dis que la seconde integrate detruira encore la 
premiere; en effet, partonsavec la valeur initiale j^/ et ddcri- 
vons success U'cnient les lacets des groupes successifs 

Gu, Gn, ..., Gi/, ..., G|„|, 

tous les lacets seront inactifs, jusqu'a ceux du groupe O^i, 
A la sortie du groupe Gn, ^ aura la valeur y/ et les groupes 
suivants seront inactifs, mais I'integralc totale engendr^e 
par ce contour est equivalente a I'intt'grale prise autour d'un 
L. — Traite d* Analyse, IV. 26 
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lacet ayant le centre de son cercle k rinfini; elle est done 
nulle. L'effet des lacets de G^- est done de fournir une inte- 
grale nulle quand on les d^crit avec la valeur initiale y/, el 
par suite aussi quand on les d^crit avec la valeur initiale j^i ; 
on peut done faire abstraction de tons les groupes, excepte 
du groupe G|2, quand il s^agit d'evaluer une periode S. 

Mais alors la valeur de Tint^grale prise avec la valeur ini- 
tiale yt le long du m^me contour G<2) Gis, . . ., Gim sera 
^gale k z^ro ; or elle est aussi ^gale a 

(or,) — («j)-+-(«8) --.•.-- («7)» 

g d^signant le nombre des points critiques permutant^i et^s ; 
cette somme peut s'^crire 

[(rtj)-(«i)l-^[(«3)-(ai)]-...-f(«7) -(«!)]. 

II existe done, entre les p^riodes (ai) — (a/) en fonction 
lineaire et a coeflicients entiers desquelles on peut exprimer 
toutes les autres, une relation lineaire et k coefficients entiers ; 
done enfin les periodes S sont de la forme 

Wli tO^ -T- mj (*)j -h . . . -+- ntq^jt^q-i, 

mi, ^2, ••• d^signant des entiers et (i)|, g>2, ... des 
periodes particuli^res. 
Oo a d'ailleurs 

q=w — 2(m — a)= 2/? -1-2, 

p d^signant le genre dey, ce dont on s'assure en observant 
que w = m{m — i) — 20 (p. 67). On a done g — 2 = 2/>, 
et le nombre des periodes au moyen desquelles on peut 
exprimer S est 2p, 



ZX. — Choix d'nn systeme de periodes. 

Nous avons vu tout a Theure que Ton pouvait exprimer 
une periode quelconque, lineairement, au moyen des periodes 
(Oi) — (<22), (at) — (ctz), . • . ; mais on peut choisir les pe- 
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nodes en fonction desquelles on exprime toutes les autres 
d'une faQon plus avantageuse. 

Construisons la surface de Riemann relative a la fonction^, 
comme il a ^i^ expliqu^ (p. 38 1) ; pratiquons le systeme cano- 
nique de sections et reportons-nous k l^fig, 17, qui repr^- 
sente ce systeme canonique. 

Appelons A| Tint^grale V prise le long de la r^trosection r 
qui enveloppe les points a, et az+o 

A/ = (a/) — (a/-Hi) = («/) ~ (oi) — [(«/+i) — («i)] : 

A| est une p^riode; appelons B/ Tintegrale de V prise le long 
de la section cr qui traverse la ligne de passage aiai^^^ B^- sera 
egalement une p^riode. 
II faut prouver que Ton a 

( -h /iiBi H- /isBs -h. . .-H riip^iBip—if 

niif m2, •••> /ii, n2f ... d^signant des nombres entiers. 
C'est ce k quoi I'on arrive en montrant qu'une p^riode telle 
que ( Of) — (a/) est de la forme pr^cedente. 
Or on a 

Ai = (ai) — (ai), 

A3 = (a8) — («*) = («!) — (a*) — [(a,) — (03)], 

ou, en posant, pour abr^ger, (at) — («/) = c/j 
Ai = C2, Bi = cjp4.i, 

A3 = C4 — C3, 83 = Cj^+i — Cs, 

As = Cg — C5, Bj = Cfp^i — cj, 



Ajp-i = Cfp — Cfp_j, Bj,,4.i — Cfp+i — c^p-i, 

Celles de ces Equations qui contiennent les B donnent imme- 
diatement 0271+1, C3, c^, ..., c^psy les autres donnent c^* 
C4, ..., C2p\ les p^riodes C| = (ai) — (a/) sont done expri- 
mables sous la forme (i), et il en est de mdme d^une periode 
quelconque S. 
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Je suppose maintenant {^fig' 17) que le point x decrive 
dans le sens direct le contour de la surface de Riemann ren- 
due monadetphe en partant du point Q avec la valeur de y 
qu'il aurait s^il se rendait de x^ en Q sans traverser de cou- 
pure. Proposons-nous de calculer la difference des valeurs de 
V des deux cot^s d^une meme coupure ; cette diff^i^rence est 
6videmment constante, puisque rfV y a des valeur^ ^gales. 

Supposons que nous sojons arrives au point a; si, chemi- 

nant dans le sens direct, nous marchons jusqu^en ^, I'ac- 

croissement subi par I'int^grale V est Tint^grale relative ^ la 

seconde section a- ou B3 : done la difl^^rence des valeurs de V 

'a gauche et a droite de la seconde r^troseclion r est B3. 

Supposons, en second lieu, que Ton decrive en partant de ^ 
la seconde r^trosection r, on arrivera en y avec Taccroisse- 
ment A3 de V; done la difference des valeurs de V a gauche 
et a droite de la seconde section o* est A3. 

Enffn, il est clair que V'a la m^rne valeur a gauche et a 
droite de la section s. 

En general : 

A gauche et a droite d^une section r ou q^W prend des 
valeurs qui different entre elles par la valeur de V pris 
le long de la section o- ou r qui la coupe, A gauche et a 
droite d'une section s,Y a les monies valeurs. 



XXI. — Relations entre les periodes de deoz integrales 

de premiere espece. 

On sait que la fonclion y donne lieu a p integrales dis- 
tincles de premiere espece ; soient V^* ct V^ deux quelconques 
d'enlre elles que nous supposerons toujours engendn^es avec 
la meme valeur initiate de y et en suivant le meme chemin ; 
nous designerons par af\ A!}^\ B^^* les valeurs que prennent 
a/, A/, B/ quand a Tintegrale quelconque dont nous nous 
sommcs occup^s plus haut on substilue Vf^, et par a^y\ A^y\ 
B'y^ les valeurs que prennent a/, A/, B/ quand a V on substi- 
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tue V^. Consid^rons I'int^grale 

Cw-dw^ = — fy^dyv- 

prise tout le long du contour de la surface de Riemann 
rendue monadelpbe, celte integrate est nulle; on a done 



(A) /V 



|ifl?Vv = o. 



L'int^grale en question se decompose en d'aulres prises cha- 
cune deux fois, le long de chaque section, r, c ou 5, tant6t 
dans un sens, tantdt dans le sens contraire. Le long d'une 
section 5, Vf^ prenant des valeurs egales, les inlegrales se 
ddtruisent et Ton peut faire abstraction de ces sections. 

Le long de la section r qui entoure les points a2/-ij ^i/j 
Vt^prend des valeurs diffdrant de B!]^_, ; cette section apporte 

alors a Tint^grale / y\^dV^ le contingent 



/ 






puisque cette inlegrale est prise le long de la retrosection r 
en question. On verrait de la m^me fagon que le contingent 
apporte par la section o- qui coupe la section /• que nous 
venons de consid^rer est — A!|^L,Bjy_j; de sorte que T^qua- 
tion (A) devient 

la sommation ^tant ^tendue a tous les nombres impairs i 
depuis I jusqu'a 2/>+ i. 

Telle est la relation remarquable qui lie entre elles les 
p^riodes de deux int^grales abeliennes de premiere esp^ce, 
dans laquelle on peut aussi supposer les indices i egaux a i, 
2, 3, •..,/?, en changeant de notation et en appelant A|, 
A2, . . ., A^, B|, . . ., B^ les integrales prises le long des 
sections ret s. G'est ce que nous ferons dans la suite. 
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XXII. >- Intdgrales normales de premiere espece. 

Consid^rons p int^grales de premiere espece distinctes et 
di6signons-Ies par V«, Va, . . . , V^; formons ensuite des com- 
binaisons lin^aires et homog^nes v^^ v^j , , ., Vp Aq ces int^- 
grales, k savoir 

H = Y«iVi -+- YmV, -H. . .-4- YipVp, 



On pourra determiner les/>^ quantit^s yiy, de telle sorte que 
les p^ valeurs que prennent les integrates v le long d'une sec- 
tion 0- aicnt des valeurs donn^es; on pourra done supposer 

B[^> = o, pour i> UL et BJ^ = 2 tt y/ — i pour i= \l: alors la re- 
lation (i) donnera 



ou, en observant que B[f^ := B!7>= 211^/ — i , 






Nous poserons 

A„ = Ay = 2^^v* 

les inl(^grales ('i, ^29 » • • ^ ^/> auront alors pour p^riodes 



a 7: 


/- 


-I, 


. 0, 


• • 


• » 




0, 




2 IT ^ I , 


■ • 


• » 




0, 


• • • J 


• • » 

0, 


• • ' 


. , 2 r i 






2a,i, 


2aii, 


• • 1 


aaip, 






2 an, 


2a,i, . 


• • 1 


aajp, 






2 apt, 


2apj, . 


• • » 


^app; 



o; 
o; 



les inti^grales ^^ ^^a, - . . , ^/> sont alors ce que Ton appelle les 
integrates normales de premiere espece. 
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XXIII. — Propriete remarqaable des periodes normales. 

La propriety que nous allons d^montrer n'est pas un th^o- 
r^me simplement curieux ; elle servira de base k tout ce qui va 
suivre. Soient fix , /la, , . ,, rip des entiers quelconques, ^aij 
les periodes normales; la par tie reelle de 

^ z=:^Saijninj 

'est negative, 

Soient, en efFet, v^, ^2^ > • -y Vp les integrates normales de 
premiere espece ; soit 

V = ni Pi -H nj (^2 -H ...-+- /I /i Pp = X -+- /— I Y. 

Evaluons Tintegrale 

pour toute la surface de Rlemann : cette int^grale est posi- 
tive; elle est %ale, en vertu du th^or^me de Riemann qui 
nous a servi a ^tablir le theor^me de Cauchy sur Tint^grale 
d'une fonction prise le long d'un contour ferm^, a 

ou k celle de Tintegrale simple 

prise le longdu contour de la surface rendue monadelphe, et 
a une int^grale double, nuUe en vertu de la relation 

or la valeur de Tint^grale simple qui est positive est facile k 
^valuer. 

Si nous appelons a^^\ a!,", ... les integrates / dY prises 
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le long des sections r; a'J", a'/\ • . • les inl^grales / rfX 
prises le long des m^mcs contours; b\*\ 63 \ ... les inl^- 
grales / rfY prises le long des sections o-; 6,*', b^^\ ... les 

int^grales / rfX prises le long des monies contours, nous 

trouverons, en raisonnant comme on Ta fait quand il s'est 
agi de trouver une relation entre les p^riodes des inl^grales 
de premiere espece, 



Mais ay^ H- fe^/V~" ' ^^ ^T + ^?^ \^'~ * ^^^^ ^^^ p6riodes de 
V = X 4- Y y/ — I, les aj^^ sont nuls, les bf^ sont ^gaux a des 
multiples de 27r : done 

f Y dX = ~ iTz^a^'' nr. 

mais les a|*' sont de la forme 

(/iiayi-h n^aji-k-. . .-+- Upajp), 
done 

I YrfX = — air^ay/zi/ny", 

done, comme / YrfX est essenticllement positif, il est bien 
d^montr^ que la partie r^elle de^a/y/i/ny est negative. 

XXIV. — Integrales normales de troisieme espece. 

On trouverait les variations de Tint^grale de troisieme 
esp6ce comme on a trouv^ celles de I'integrale de premiere 
espece; mais, outre les p^riodes corrcspondant aux points 
de ramification, les integrales de troisieme espece ont encore 

deux pdriodes 2 7t y/— I, corrcspondant a leurs infinis loga- 
rithmiques. 

Soil S(5i, Sa) une int^grale de troisieme espece possedant 
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seulement les deux infinis ii 61^2 1 ^^^^ conlient/> paramelres 
variables. On les delerminera comme il suit : appelons Ut, 
1121 ' " ", Up p int^grales normales de premiere esp6ce et 2 ai , 
2a2, . . . , ^cLp p p^riodes de S qui correspondent a ses points 
de ramifications ; posons 

Tcy/ — I TZ y — I T.^ — 1 

Si Pon fait varier x de maniere que W| , Wa, . . ,,Up augmentent 

de 211 y/ — I , on voit que 11 ne variera pas et, par consequent, 
la fonction 11 aura perdu une moiti^ de ses pc'riodes; cette 
inl^grale 11 est ce que Ton appelle une integrate normale do 
troisi^me esp^ce. 

XXV. — Relations entre les periodes de deux integrales 

de troisieme espece. 

Nous considererons deux integrales de troisieme espece 
S(S, $'), et S(a, a') aux infinis \ et 5', a el a'. Les raisonne- 
raents qui nous ont permis de trouver une relation entre les 
periodes des integrales de premiere espece vont nous per- 
mettre de trouver une relation entre les periodes des integrales 
de troisieme espece. 

Nous considererons Tint^grale 



/ 



S(?, |')rfS(a, a'), 



et nous r^tendrons a tout le contour de la surface de Riemann 
rendue monadelphe^ cette int^grale ne sera pas nuUe, parce 

que la quantite placee sous le signe / devient infinie en $, $', 

a et a'. Or nous avons vu (p. 396) que les residus de S(i, $') 
^taient + i et — i en $ et i', de sorte que la valeur de notre 
int^grale, au lieu d'etre z^ro, sera 



2TC 
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et que, en appelant A^^^, A!^\ ... les integrates / rfS(5, ?') 
prises le long des sections r, . . . , on irouvera 

Si Ton applique cette formule a des int^grales normales, les 
p^riodes B par exemple ajant disparu, le second membre de 
cette formule sera nul, et Ton aura 



f rfn(a,a')= f anno. 



C*est dans cette formule que consiste le th^oreme dit de 
Vechange dii parametre et de I* argument. Dans une int^- 
grale de troisieme esp^ce les limites sont les arguments, les 
inGnis sont les parametres. 

On trouverait d'une fagon analogue une relation entre les 
periodes d'une int^grale ab^lienne et d'une int(5grale de fonc- 
lion rationnelle. Nous ne chercherons pas cette relation, 
parcc qu'ellc conduit au ih^or^me que nous avous deja trouve 
par une autre voie comme cas particulier du theoreme d'Abel, 
ou plulot comme Texpression sous une autre forme de ce 
theoreme qui a deja 6l6 interpr^te de tant de manieres. 

XXVI. — Remarques au snjet du theoreme d'Abel. 

En g(5n^ral, si Ton coupe une courbe /= o de degre m 
par une courbe t{^ = o de degr^ /i, on obtient mn points 
d'inlersection. Ces mn points ne peuvent pas ^tre choisis 
arbilrairemenl (voir un Memoire de Jacobi, Crelle, t. XV). 
En effet : 

I** Si n<^m, on pent se donner -^^ <C^mn points 

d'interseclion; la courbe ^{^ = o est delermin^e par ces points 

^ 1 /i(/i-4-3) am — n-i-3 . • » jv . 

et les mn ^ = n aulres points a mter- 

2 2 ' 

section sont delerminds. 
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2^ Si n^m, OQ ne change pas le syst^me des intersections 
des courbes/= o, tj; = o en substituant k la coarbe t}^ = o la 
courbe qui a pour Equation 

(I) (|;-f-«p/=0, 

cp designant un polyndme de degr^ n — m. Or on pent deter- 
miner o de mani^re a faire disparaitre de 

9 coetlicients; la courbe (i) ne con- 

tiendra plus alors que 

(/i-f-iXAi-+-2) (n— m-^ i)(/i — m-f- 9.) (m — i)(m — 2) 

i 1 — i ^^ — I = /n/i — ~ - 

1 1 7. 

coefficients arbitraires. Or les courbes (i) et d» =o delermi- 
nent les intersections de <{^ = o et/= o, comnie nous venons 

de I'observer; mn — ~ points d'intersection de 

f= o, 4^ =: o etant donnes, les ^^ autres sont 

done determines. 

Ces conclusions sont inexactes quand, parmi les points 
d'intersection donnes, se trouvent des points multiples de 
f= o. En effet, si, pr-rmi les points d'intersection de /= o 
et A == o, il y a des points doubles de /= o, ces points d^ter- 
minent chacun un coefficient de ^{^ = o, mais ils comptent 
pour deux parmi les mn intersections des deux courbes. 

Supposons n = ni — i on n = m — 2 ; dans ces deux cas, 

en se donnant — ^ — p^ — - points d'intersection, les autres sont 

au nombre de 

n(/i-t-3) (m — i)(/?i — a) 
mn = y 

comme il est facile de s'en convaincre en remplagant dans le 
premier membre de cette formule n par m — 1 ou m — 2, 
pourvu que, parmi les poiats donnes, il n'y ait pas de point 
multiple de /= o. Si, au contraire, parmi les points don- 
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n^s, se Irouvent tous les points multiples de/= o que nous 
supposerons au nombre de 8 (ou en nombre Equivalent a 8 
points doubles ordinaires), on pourra se donner toujours 

S points de i^ qui seront simples pour f^ plus les 

points doubles, et il ne restera plus que 

n(/i-f-3) . (m — f)(m — a) ^_ 

2 2 

points d'intersection a d(^lerminer au moyen des premiers, p 
d<^signant le genre de/= o. 

Ainsi, en r6sumE, en supposant n=^ m — i oiin = ni — 2, 
on peut choisir arbitrairement nin — p points dUntersec- 
tion de f^:^ o, ^j; = o; les p autres seront determines. 



XXVII. — Integration d'nn systeme abelien. 
Soit 



J /t(^>y) ' J Mx,y) ' *"' J Mx, 



un systeme d'integrales ab^liennes normales de premiere 
cspece. En vertu du th^oreme d'Abel, si Ton coupe la 
courbe/= o par la courbe ^{^ = o algebriquc, on aura, entre 
les coordonn^es des points [x^ , y^), . . . , {x^^ y^) d'intersec- 
tion, les relations 

V Qi(^i,yf)dxi ^^ 



(') ( -^ M^hyi) 



2 



Qi(^iyyi)dXi 



1 
I* 

^ QiiXi, yi)c(Xi 

= 0, 



'y Qp(xi,yi)dxi _^ 



M^hyi) 

ou plut6t ces relations n'existeront qu'entre les points va- 
riables Ae^ intersections de/= o et t}^ = o. Supposons, pour 
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fixer Ics idces, le degv6 n de ^ 6gal km — 2, les intersections 
de / et '!^ seront au nombre de m{m — 2); donnons-nous 

ou ^^ ' points d intersection des deux 

courbes, parmi lesqiiels se trouveront les points doubles 
de /= o, il y aura encore 

. (m — '}.)( m-i-i) 

nuni — 2) 

•2 

points d'interseclion; ce nombre est ^gal a 

{m — i)(m — i) ^ 
^ ^=P. 

dont la position d^pendra des premiers; la difference entre 
ce nombre et le nombre des points donn6s est 

(m — iMm-^y) ^ Vim — i){m — 



'2 



_^\ (rn-1){m-^^ _^-\^ 



c*est-^-dire m — 2. Ainsi le nombre des points que Ton peut 
choisir, abstraction faite des points doubles, exc^de le 
nombre /?; on peut done supposer que p de ces points 
choisis soicnt fixes. 

En resume, parmi les intersections des courbes /=o, 
'} == o, il y a : 

1^ points doubles de/= o, (a); 

2** p points fixes simples de/= o, (a); 

3" m — 2 points variables cboisis arbltrairement, {x')\ 

4° p points variables dont la position depend de celle des 
pr^c^dents, {x) (en sorte que [ji := m — 2 -f-/?). 

Appelons x^y x^i . . . , x^ les abscisses des derniers points ; 
appelons Xp^sj •••> ^pi les abscisses des autres points va- 
riables : les equations (i)aurontlieu entre les points variables. 

Les equations (i) donnent lieu aux jy integrates 



'=^ .X.. 






i-i *••• 



Mais on peut rcmplacer ces Equations transcendantes, dan: 
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lesquelles Cf, C2y > - * , Cp sent des valeurs de j?i, X2t . • . , ^y, 
pour Xp^i = Cp^i , . . . , par d'aulres fournissant les memes 
valeurs de .Z|, ^g? • • • et algebriques. 

II suffit pour cela de chercher la r^sultante R = o de y =: o, 
♦^ = o provenant de rdlimination de jk5 si I'on dlvise R par 
le produit des facteurs de la forme a; — x'^ el x — a/, x] et ai 
designantles coordonn^es des points d'intersection variables 
et fixes que Ton peut choisir, le quotient 

sera le produit des facteurs (x — x^)(x — ^2) . . . ( J? — Xp)^ 
en sorte que Ton aura 

A, 

a?! -h wPj -f- . . . -h Xp = -v— > 

Aq 

At 

. XiXi-{-.,.-\-Xp-iXp= j-7 



X^ X^ • ■ • Xp — — . ^ 

Ao 

etces Equations algebriques (3) ferontconnaitre Xi^X2, ..., x^, 
aussi bien que les Equations (2); elles renferment les con- 
stantes arbitraires ai, aa, . . ., a^, qui sont les abscisses des 
p points d'lntersection fixes de /= o et <}^ = o, qui sont 
simples poury"= o. 

XXVIII. — Addition et inversion. 

Gonsid^rons la courbe/= o d'ordre /n, et coupons-la par 
une courbe variable t}^ = o d'ordre m — 2, que nous ferons 
passer par ses points doubles et par m — 2 autres points 
fixes Ac f=^ o, il restera 

m{m — 2) — 20 — m — 2 = (m — i)(/n — 2) — 25 = 7.p 

autres points d'intersection variables, que nous appellerons 
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(^/>> yp)' ^^ ih^or^me d'Abel nous apprend qu'entre ces 
points on aura les relations 



^=P^ . ^-P 






1=1 1=1 

(I) 

l = p _ i=p 



2d Mx„ y,) '^'^^Z Mx\, y\) "^^ - ° 



1 = 1 1 = 1 



or, si I'on pose 






1=1 ^» 



(2) 



'='' X. 



2X'^t^"'=- 



'=/' .X, 






1=1 ^* 



(^') 






,=1 ^' 



on pourra supposer ces Equations resolues par rapport a x^^ 

' ' t 

^2 > • • • 1 *^ I ? ^2? • • • CI poser 



-Tl = Ai(M|, Mj, . . . , Up) J a?j = Aj, . . . , 

^1 = ^i(^i» ^2> • • •> ^/»)) ar'j = Xj, 

Les equations (i) int^gr^es donnent 

(3) Wi-l-t'i = tvi, wjH-t;j=w;j, ..., 

♦v«, «'2) ••• ddsignant des constantes que Ton peut repre- 
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scnler ainsi 



1=1 ' 



t—p It 



p 



et d'ou Ton tire 
ou bien 

Mais on peut remarqiier que les Equations (3), en vertu des- 
quelles M| ■+- ^i, 112 4- t'a, . . . sont constantes, sont les inl^- 
grales de (1) et que Ton peut trouver d'une autre mani^re les 
integrates de (i); ces inl^grales sont les relations algebriques 
qui existent enlre X|, ^2? • • • > ^p et x', , x\^ . . . , x'\ pour 
trouver ces relations, on elimine y enlre /= o et <{^ = o : la 
resultante R =: o a pour racines x^j ..., Xpy x\^ ..., x'^ 
les X des 5 points doubles de/= o et les m — 2 points fixes 
coinmuns a/=o et <{> = o; il sera alors facile de former 
r^quation qui a pour racines seulement les Xi et les x\. Soit 

cette Equation. 
On en deduira 



A, 

-I- y 




^a:,xj -{-^x'iXj -^^x'iXj = ~ 



A, 



Les quantites -r-^> -r^> . • • ne contiennentqueles coordonnees 
^ Ao Ao * 

des points fixes d'interscclion de y et '^ = o : ce sont done 
des quantit(^s constantes ou des fonclions de iV|, (Vj, .... 



fiTCDE DES FONGTIONS AB6LIBNNES. 4 I? 

Les formules pr^cddentes donnent alors 



^xj-^^x'i = Fi{wi,Wi, ...), 



ou bien 



t 

et ces relations sont algebriques. On voit done qu'iV existe 
p relations algebriques entre 

y^/i permettent de calculer ces p dernidres quantites en 
fonctions des ip autres. 

C'est en cela que consiste le ih^oreme de raddition des 
fonctions ab^liennes (Hermite, Comptes rendus, t. XVllI, 
el Journal de Liouville, l. IX, i*"** s^rie). 



XXIX. — Des fonctions 6 de plnsienrs arguments. 

En suivant le fil des analogies fournies par la ih^orie des 
fonctions elliptiques, on posera 

le signe ^^- • • s'^tendant aux valeurs /?|, /ij, . . ., /?y, en- 
ti^res comprises entre — oo et -h cso, en supposant aij=^ aji. 
Si ^^aij-ninj est une somme de p carr^s n^gatifs, on si seu- 

lement la parlie r^elle de ^^aijninj se decompose en/? carrels 

n^gatifs, ce que nous supposerons, la s^rie (i) sera conver- 

gente. En effet, soient bij la parlie r^elle de ar/y, 5/ celle 

L. — Traite d' Analyse, IV. 27 
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de Xi^ il suffit de prouver que la s^rie 

est convergente; or elle Pest, en vertu d'un th^or^me connu 
deCauchy, car I'int^grale 

I ... c^"* 5/-t-SA.; mnj dm drit . . . drip 

est finie ; pour s^eo assurer, il suffit de prendre pour variables 
les racines Nf, N2, . . • , N^ des carr^s dans lesquels on peut 

decomposer ^6/y /I/ /ly; cette int^grale devient alors 



-Hoo y.«-f-«o 



Xfy X2, . . . dt^signent des fonctions lin^aires de ^1, ^27 • - • et 

le determinant \,^^ *' est une constante. Uint^ffrale en 

question est done finie, et sa valeur pourrait m^me ^tre ^va- 
lu^e au moyen de formules connues. 
Pour abr^ger, nous poserons 

5^ = "^'*' 5;^; = "**' ••- 5;^; = "^'''' 



dm __ ^4* _ ^4* 



-r— = 2TiJi, 3-— = 2TSJj, ..., 3 — = 2T3p: 



nous aurons alors 

et I'on reconnait imm^diatement que A^i, kif •• . d^signant 
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des en tiers, 

(a) B( — ^1, — a?2, . . .)= ®(^ii ^jj •• •)> 

(3) ©(xi-haA'i'rc/— 1, a7j-+- ik^Tz y/— i, . . .) = ^(^ii ^u •• •)> 

(4) 0(^1-+- ami, arj-i-aTSjj, . . ., a?p-4- aTSjp) 

V|, V2» . . ., v^ d^signant des entiers quelconques. Les for- 
mules (2) et (3) sont ^videntes; pour demon trer la derni^re^ 
observons que 

( ... a?/ -f- a IB/ ... ) 

= \^\^ . . , e2i/i|arH-sS/i,CTi4-l;(/i,.n„...) 

or la formule(i)ne change pas quand on change /ii en/?, -hv,, 
/I2 en /la H- V2, . . . ; on a done 

ce qu'il fallait prouver. 

La fonction 8 peut s'^crire sous la forme 



ou 



\^\^. . . e2/iijri-4-^(;(n,,«,,...)-HSv/jr|H-lS/iiCTi+CI^ 



et aussi sous la forme 



V V . . . e-S/i,a.,-HJ/(/i,...). 
on a done, en prenant la dcmi-somme des resultats, 
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Si, quel que soil /), on a 

k designant un entier, on aura 8 = 0. 
Cette Equation peut s^^crire 

^(2/i/-i-v/)a7/-4-\^(v/-i-a/i|)Tij/ = (aA:-f- \)T^yJ—\ 

ou bien 

Si I'on pose alors 

Ti = — nj/ -4- N/Tt /— I , 

il suffira que ^v/N/soitunnonibre impair pour que J?!, a:2» ••• 
soil une solution de B = o. 



XXX. — Sur nne fonction d'ane variable dednite des fonctions h. 
Supposons que, dans la fonction 

on pose 

C|, Co. ... designant des constantes et Pi, Po, •••» ^> un 
systeme de p integrales normales de premiere esp^ce ajanl 
pour p^riodes les 2^17, nous poserons (*) 

Pour une mc^me valeur de x , p| — Ci , V2 — ^2? • • • peuvent 
differer de multiples quelconques des p^riodes, en sorteque, 



(') Cela est permis puisque les parties rt^elles des ptiriodes sont telles 
que ^ est une somme de carres negatifs. 
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pour uDe m^me valeur de x^ la fonction ^{^x) peut prendre 
line infinite de valeurs de la forme 

6(ar)e-Svi<i',-f.)-cT. 

Toutefoisy la fonction 6(.r) reste monodrome sur la surface 
de Riemann rendue monadelphe. LHnt^grale 






prise le long du contour de la surface en question, fera 
connaitre le nombre des racines de I'^quation 8=0. 

Or rint^grale N est prise deux fois le long des sections r, 
s^ (7, une fois a gauche, une fois k droite, et chaque fois dans 
des sens difTerents. 

Or, d gauche et ^ droite d'une section 5, les r/ ont la m^me 
valeur, les integrates prises le long des sections 5 se d^truisenl; 
d gauche et k droite d'une retrosection r, (^/prend des valeurs 
qui difTi^rent entre elles d\ine quantity B/ qui est 6gale ^ o ou 

ir^yj — I, les valeurs de ^ seront alors igales et les rdtrosec- 

tions r ne fourniront pas de termes finis k Pintegrale N. Enfin, 
si I'on consid^re Tint^grale prise le long d'une section (x, le long 
d'uue telle section sur les deux bords opposes, vi a des valeurs 

differant entre elles de iaij\ -^ aura done des valeurs respec- 
lives • Q^ <^t Q — j-^; rint^gralc le long de cette section sera 
done 2 It \[^ I el, comme il y a/? sections (t, on voit que 

Ainsi la fonction a /> z^ros. 

Les z^ros de la fonction Q satisfont k une condition que 
nous allons d^duire de la consideration de Tintegrale 



ait 



7=7/"'^ '^• 



/ 



etendue tout le long du contour dc la surface de Riemann 
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rendue monadelphe ; cette int^grale, dans laquelle ^/ designe 
une int^grale quelconque normale de premiere espece, est 
6gale kJlvi(xk^ jka)? ^Aj JK* d^signaut I'un quelconque des 
z^ros de 6(x). 

D'autre part, pour ^valuer I'int^grale eri question, on peut 
proc^der com me on Ta fait pour la pr^c^dente : le long des 
sections 5, Tinl^grale est nuUe ; le long des sections r, i^i prcnd 
k gauche et a droite de la section des valeurs diff^rant de 

air^ — I, -^ prend alors des valeurs ^gales, en sorte que le 

long d'une seule de ces sections I'inlegrale prend la valeur 

^ dx^ rint^grale elant etendue tout le long de la section. 

Le long d'une section (x, i^i prend sur les deux Lords des 

valeurs difT^rentes de 2aij et ^ des valeurs differant de -^ : 

rint^grale le long d^une telle section sera done 

ou 

On peut done ^crire 

Dans cette Equation, remplagons les constantes c^ 02, • • • , 
Cp par d'autres c'^ , Cg, . . . , c' et retranchons les r^sultats; en 
appelant x\y y\ ce que devient alors x^^ y^t, puis retranchant 
r^quation ainsi obtenue de la pr^c^dente, nous aurons 
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8| d^signant ce que devient 8 quand on y met c', , c^, ... a 
la place de Ci , C2, .... 

I J dx est la quantity dont varie log6(^) le long d'une 

n 

section r/; cette quantity est c/, plus une quantity indepen- 
dante de c/. Au contraire, un raisonnement analogue nous 

montre que I ^ dx est nul; done 

12*''^'^^' J^a) — Ci\ — y^Vi{x\, y'k) — c'A 

est une constante ind^pendanle de Ci et c\j et qui ne depend 
que de Xq et des coefficients de /. On pent done poser 

^t'/C^A:, yk) — Ci — R/, 

Ri d^signant une quantity ind^pendante de c/. 



XXXI. — Suite des proprietes de la fonction 6(^). 

On peut former une fonction 6 ay ant des zeros donnis. 
En effet, on a vu que les z^ros Xk, yk satisfaisaient a la 
relation 

^^^i(.xk, yk) — Ci = R/ 
ou 

Ci = ^^Vi{xk, yk) — R/; 

formons la fonction 

0(3?) = e ..., Vi—^^Vi{xk, yk)-^^h •.. . 

Je dis qu^elle admettra les z^ros donnas; en eflet, appelons 
^^'v y'\)t {^'2172)^ . . . ses zeros : on devra avoir 

^•'/(^i, y'k) — ^Vi(xk, yk) -+- Ri' = ^i 
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OU 

pour t= I, 2, 3, ...,/?. Je dis que cela exige que Ton ait 
Xs^y\ =zx\j y\y , • .\e.n d'autres termes, que les x'^etj^'^.sont 
d^ terminus. 

En effet, coupons la courbe f= o par une courbe S d'ordre 
m — 2 ; faisons passer celte courbe d'ordre m — 2 par 
m — 3-4-/? + S points fixes dey=o et par ses 8 points 
doubles : c^est determiner autant de param^tres de S; il n'en 
reste plus que 

arbitraires, ou 

. (m — 2)(m-hi) (/n— i)(m — 9.) 
( m — 3 ) ^ = I . 

La courbe S coupe /en m (m — 2) points; sur ces points, 
il en a ^te choisi m — 3 + /? + 2 8 : il en reste 

/ \ / ox (m — i)(m — 2) ^ 

mobiles. Si on les appelle x/t, y^i on a 

f^ M^k, yk) 

en vertu d'un th^or^me connu d'Abel. Quand on se donne 
le (/> 4- ly"^*™* point Xp^x » yp+\ > tons les autres sont determines 
sans ambiguite. Ceci revient a dire que, si Ton iut^gre les 
equations precedentes, ce qui donne 

p 
^Vi{Xf,, yk) = Vi{xp^x, yp^i ) -+- const., 
1 

es Xi, et les^A seront bien determines quand on se donnera 
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P 

les 51 ^'(^*' yfd' A.insi on peut former une fonction 6 avcc 

des zeros donnas k I'avance. 

II r^sulte de la que, si Ton fait x = x^^ y=^y\^ on a 



e 



. . . , — 2 ^'ii^ky yk) -I- Ri, ... =0 



oil 



(i) e ...,^vi{xk,yk) — ^h ... =0. 

On peut determiner les constantes R/ comme il suit : 

Coupons la courbe f = opar une courbe du degri m — 3 
passant par les 8 points doubles de f et par p — i autres 
points Xi^ yi ; X2,y2', . . . ; Xp_^^ yp^^j en tout p — i + 28 
points d' intersection y elle coupera/= o encore en 

m(m — 3) — p -f- 1 — 20 =p — I 
autres points x\ , y\ \ x.^^ y\^\ .... 

Le th^or^me d'Abel donne 

^^ds?i{xk,yk)-'r^^dvii^Xk,yk)^o 
ou 

^t'/C^A-, yk) +2^'(^*' y'f^^ = ^'» 

K| d^signant une constante; on en tire 

M •• '^^i{^k,yk) — ^i .. =6 ... 2(j7A,7i)— K/H-R/ ... 

Or le premier membre est nul d'apr^s ce qu'on vient de 
voir (i); done le second Test aussi, done K/ — R/ doit 6lrc 
^gal a R/ ou K/ = 2 R/. 

La constante K/ est plus facile a determiner que R/; on 
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pourra done a roccasion substituer le calcul de K{ a celui 
de R/. 

Nous donnerons une derni^re propriit^ de la fonction 
qui doit nous conduire a la solution du probl^me de Tin ver- 
sion, but final que nous nous proposons. 

Soient 5a, f\h l^s intersections d'une courbe y = o du 
degri n a<^ec/=o; 5]^, r{^ les intersections d*une autre 
courbe ^ = o du m^me degre n avecf:= o. Le produit 



h = mn 



s'exprime rationnellement en Xk ctyif 

En eflet, consid^rons d^abord ^ comroe fonction de jt^ 
en laissant x^^ x^, ••., Xp constants; quand les fonctions 
^i{Xi^yi ) augmentent de multiples des p^riodes, la fonction 
^ se trouve multipliee par une puissance du nombre e dont 
Texposant est de la forme 

i = p h=mn 

I =^ 1 A = 1 

Or, si Ton coupe la courbe f=^o par la courbe cp -|- ).^ = o, 
en verlu du tli6oreme d'Abel, les points d^intersection satis- 
feront aux Equations differentielles 

k=p 

k-^i 
si Ton fait varier )^ de o a oo en integrant, on a prc^cisdment 

I'expression (3) est nulle et la fonction ^ conserve ia mSme 
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valeur en un m^me point de la surface de Riemann qui repr^- 
senlejKJ done elle s'exprime rationnellement en X\ etj^i. On 
verrait de m^me qu'elle est rationnelie en x^ et y^^ x^ et 

y^y • • •• 

Cherchons les zeros et les infinis de tj : ^ cet effet, cher- 

chons les z^ros de 

(4) e ...j^t'/CarArirA-)— J'/CSaj TQa)— R|, ... , 

ou, en observant que, en appelant x\y y'^^ . . ., x^^ y^ les 

points oil une courbe de degr^ m — 3, passant par les points 
doubles de /* et les points arj, y^^ . . ., Xp^ yp^ rencontre 
encore y=o, on a 

k =-p k =p 

la fonction (4) devient alors 

Elle admet les z^ros ^hj ^iA et x^,y'fg : le quotient 

admet done le seul z^ro Si? vjj^ et le seul infini 5a? '^IaI done JJ? 
consider^ comme fonction de Xi et y< , admet les z^ros 5'^ ? 
r/,, ..., l'^,^, Ti'^^ etles infinis $,,7i,, . ,., 5m/i, ^O/nw; la fonc- 
tion T^ — ^ admet les mfimes z^ros et les m^mes infinis. Le 

rapport ^ ^7—^ — ^ est done ind^pendant de Xi et j^i, puis- 
qu'il ne s'annule plus et ne devient plus infini : le rapport 
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^ ' — ^ est ind^pendant de X2 et^2> . . .; on peut done 
poser 

Ass I 



=*n 



A elant iod^pendant des Xfc ei des j^^; on d^terminera A en 
faisant x = Xq el en annulant les r/(arA, j^a), ce qui donne 



A = /w/i 



11 e[..., (^/(;a, t,a)-^R/, ...] L?(^oi7o)J 
/i = 



XXXII. — Probleme de rinversion. 

Le probleme de Tinversion formula par Jacobi consisle 
dans ['integration des formules 

k-i 



k = p 
A = l 



sous une forme donnant les x en fonction des u. Si Ton veut, 
le probleme de Jacobi consiste k r^soudre les Equations 

p 
1 



up=^^p{xk,yk\ 
dont le determinant est 
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Pour r^soudre ce probleme, nous partirons de la forniule (2) 
du paragraphe pr^c^dent, que nous 6cr!rons 



k = p 

n 






(2) 



n 






11 e[..., vi(Ui'^th)-^^h -..1 L?(^o, ro)J 

En vertu des formules (i), ces formules (2) se simpliflent 
et donnent 



k = 



It =mn. 



YTT ?(^A->rA-) _ TT ^[•••' w/— *'/(?A, t//,)— R/, ...] 



k = i 



^{j^k,yk) 



n 



e[..., t^/— c/iUi'i/i)— Ri» •••] 



EUes font connailre des fonctlons symelriques des x/s et des 
j'k en fonction explicite des u; elles resolvent done le pro- 
bleme de Tin version. 

On dit queyk est une fonction ab^lienne des w/; phis gen^- 
ralement, toute fonction sym^trique rationnelle des x^ et 
des yk sera une fonction ab^lienne des quantit^s u. 

Bien que le probleme de Tin version soit ih^oriquement 
r^solu, nous entrerons encore dans quelques details a son 

.9 
sujet. Au lieu de la fonction v, nous consid^rerons la fonc- 

lion — V— ^ = I -u A I, oil A d^signe un param^tre variable ; 
nous formerons le produit 



IX(i-~)=>''Mo4-X/'-iM, 



M 



et, en donnant k "k des valeurs particuli^res, on pourra cal- 
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culer les fonclions ab^liennes Mq, M|, . . ., M^; on pourra 
en particuHer prendre ^ = — -j— d*abord, et -r = __ r > ^el 

6 designant des constantes; pour associer les valeurs corres- 
pondantes de x et de j^, on proc^dera comme il suit : 

Imaginons que Ton ait form6 P^quation admettant pour 
racines les p valeurs de 

X X y ^ ( y \^ 

X — a' X — ay — 6* x — a \y — 6 / 

x^a\y — b) 

Ouand on aura calcule les , > les s'en d^duiront. 

y — ox — a 

De la r^sulle que x qI y sont des fonctions des u qui ont 
p valeurs se permulant les unes dans les autres. 

Signalons, en termlnant, un cas singulier dans lequel les 
fonctions ab^liennes sont inddterminees : c'est celui ou le 

d^terniinant2±Q,(^i,j^i)Q2(j?2, ^2)... Q;>(^;>, Tp) est 
nul identiquement. 



XXXIII. — Expression d'une integrale abelienne de troisieme 

espece an moyen des fonctions 6. 

Considerons la fonction JJ d^finie par I'^quation 

C = log -\ ^ J . 

© I . ''iVi—2^Vi{x'kyy'k)^ Ri, ... I 

La fonction ^ ne change pas quand les p/ augnienlent de mul- 

tiples des p^riodes ; -~ est done une fonction monodrome sur 

la surface de Biemann; c'est une fonction rationnelle de x et 
de ^ : ?J est done une integrale abelienne. Les infinis de t^ sont 
done x\ et les Xf(\ si done on suppose que 
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et 

^1 = ^tt y\ = yti • • • 1 ^p = ^py Xp = ^/>» 

la fonction 

r '' 1 

C = Jog ^ 

sera une int^grale de troisi^me esp^ce aux infinis \ et i^ Si 
Ton desire que la limite inf^rieure de I'inl^grale soil ^Tq, on 
devra faire 

r '' 1 

C= Jog 1 

s 

6 . . . , P|(g, Tj ) — ^ t>/(a?;^, yk) -4- R/, ... 

- log \ 

^ I • . . , «'/•(?', t/)— 2f»/(arA, 7^) -f- R/, . . . J 



ZXXIV. — Theoreme de M. Picard. 

Si Inequation algibrique 

(i) f{x,y)^o 

est satisfaite identiquement enposant 

x = ^{t), y = W\ 

^ et if designant des fonctions monodromes et monogines 
dans toute Vitendue du plan, cette equation est nicessai- 
rement de genre zero ou un. 

Pour d^montrer ce th^or^me, on peut evidemment se bor- 
ner k considerer le cas ou la courbe representee par I'^qua- 
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lion (i) n^a pas d'as^mp totes parall^Ies aux axes; en d^autres 
termes, si Ton appelle m son degr^, on pent supposer que 
I'^quation (i) renferme un terme en x^ el en^*". 
Soil alors 

y) 






line inl^grale ab6lienne de premiere esp^ce, Q d^signanl un 
poly no me de degr^ m — 2. La fonction 

dt " Mx,y) Hi 

sera,commej?ety, unefonclionmonodromeetmonog^nede/. 
Je dis que cette fonction n'a pas de p6les. 

En effet, elle ne peul devenir Infinie que si -rj devient 

indni, ou que si -^ devient infini, ce qui ne pent avoir lieu 

qu'en un point critique de^ ou Ton a ^ ia fois /= o elf 2 == o. 
Examinons ces deux cas. 

1° Si au point ^= a on a -t- = oo, on a n^cessairement 

j; =: 00, car la d6riv^e d'une fonction syneclique est elle- 
inlme synectique; or, pour de trds grandes valeurs de Xy on 
a, en s^rie convergente, 

Q _ _k_ B^ _G_ 

A, B, C, . • • d^signant des constantes, dont la premiere est 
diff^rente de z^ro, le terme en x"^~^ exislant certainement 
dans /"a. D'ailleurs, x ^tanl infini pour i = a, on peul poser 

_ a b 

on a alors 

~>- = (f — a)'»'»-«w(f — a), 

Ts(t — a) d^signant une fonction monodrome el monog^nc 
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pour t = 0L] done 

O dx dW 

Tt7| d^signant une nouvelle fonction synectique autour du 
point a. Or m dolt Stre suppose plus grand que 3, puisque, 
pour m = 3, la eourbe (i) est de genre un. Alors 

mn — 2/1 — 1> I, 

1 cTV . /* • J dx 

done -J- est tini quand -- = 00. 

2^ Examlnons maintenant le cas ou le point x est un point 
critique de la fonction y; appelons encore a la valeur de t 
pour laquelle x est un point critique a, soit b la valeur cor- 
respondante de y. On a, dans le voisinage du point x = a, 

Q m(x) 



-'' (x — ay 
p el q d6signant des nombres entiers tels que 

et m d^signant une fonction finie dans le voisinage du point 
^x = a] d'ailleurs on doit avoir p<.qy puisque I'int^grale 
ab^lienne V est toujours finie. Mais, x — a s'annulant pour 
t = aLyX — a est de la forme (t — a)'*, n d^signant un entier : 
cet entier est au moins ^gal k g, y devant reprendre sa 
valeur quand x a tourn^ q fois autour du point a, et seule- 
ment quand x a tourn^ q fois autour de a 5 mais, t tournant 
une fois autour de a, x tourne n fois autour de a, et^ a repris 
sa valeur : done n est multiple de q et est au moins 6gal a q. 
On pent done poser 

X d^signant un entier positif etisj une fonction finie pour t = ol. 

Alors 

L. — Traite d'Analyse, IV. 28 
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T3i (/) n'^tant ni nul nl iufini pour ^ = a : done --rr n'est pas 

infini pour ^ = a. c. q. f. d. 

II r^stilte de U que la fonction-^? ne devenant jamais 

infinie pour des valeurs finies de ty est synectique dans toute 
I'etendue du plan, except^ pour ^ =00, et alors lafonction V, 
consid^r^e comme fonction de /, est ^galement synectique 
dans toute I'etendue du plan, sauf pour ^ = 00. 

Mais rint^grale ab^lienne V, quand la courbe (i) est de 
genre sup^rieur a un, peut ^Ire choisie de telle sorte qu'elle 
poss^de au moins 3 p^riodes, et x est une fonction triplement 
p^riodique de V : alors, en ajoutant k V des multiples des 
p^riodes, on peut obtenir des valeurs de V infiniment peu 
difKrentes pour une m^me valeur de j; ; ^ ces valeurs de V 
correspondront des valeurs de t infiniment peu diff<§rentes; 
t variant infiniment peu, x ne varierait done pas, ce qui est 
inadmissible. Le genre de (1) ne peut done dtre que un ou 
z^ro. 



ZXXV. — Des lonctions de n variables possedant 2/1 systemes 

de periodes simnltanees. 

Lorsque I'on a 

/(a:i-+- 0)1, arj -+- 0)1, . . ., a?,, -f- o)„) =/(a?i, arj, . . ., J7„), 

on dit que la fonetion / poss^de les p^riodes simultan^es (0|, 
(02, . . ., co/|. La fonction 6 satisfait aux Equations 

(i) 6(j?|-+- aX'iit sj — I, x^-r- 2^-11: yj — 1, . . .)= 0(a7i, a?i, ...)» 
(2) e(a?|-t-2TiJi, art-f- awl, . . .) = g-t^VivrH-crj^ 

ou 

2 dm 

atpi>4j, 2W/=^, 

et ou ki et v/ sont des entiers queleonques. En vertu de (1), 
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6 admet les p^riodes simultanees 

2 IT ^ — I, O, O, .... O. 

o, air v^— I, o, ..., o, 

o, o, o, , ait/^; 

et a/y ^i', y/, S/ d^signant des constantcs, il en sera de mSme 
de la fonction 

e(j:i-t-Pi, a:i-f- Pj, . . .)0(ari-f- 8,, j7j-i- §,, .../ 
Si entre les constantes a, ^, y, S, on etablit les relations 

la formule (2) montre que cette fonction admettra encore le 
syst^me de pdriodes simultanees 



«n, 


«12» 


• • • » ^IfJi 


«ii» 


««f» 


• • -r ^%n^ 


• . ., 


• . • , 


•••) •••) 


«/»!» 


«/lf» 


• • • > ^nn- 



Ceci montre qu'il existe des fonctions de n variables avec 
2/1 p^riodes simultanees et sans points essentiels dans le 
prismatoide des p^riodes, en appelant ainsi la surface limitee 
dans rhyperespace par des plans s^par^s entre euK par un 
intervalle ^gal a une p^riode, surface analogue au perim^tre 
du parallelogramme des p^riodes dans le cas ou il n'y a qu'une 
variable. Nous voil^ conduits a etudier les propri^t^s de ces 
fonctions qui sont une generalisation toute naturelle des fonc- 
tions doublement periodiques. 

Th^oreme. — Si Von considdre un systdme de fonc- 
tions piriodiques de n variables sans points essentiels, et 
possidant toutes le mime prismatoide de piriodes, /o 
flit • • *tfny l^s Equations simultanees 

f\ = *i> yi = *s» • • • » fn = */» 
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ont toujours le mdme nombre de solutions dans le prisma- 
toi'de des periodes, quelles que soient les constantes desi- 
gnees par 5|5 ^2, . . . , 5,|. 

Considdrons, en effet, les fonctions /i — ^i j /a — ^^i • • • > 
fn — -5,, et appllquons le iheoreme de M. Kronecker (T. Ill, 
p. 190) a la recherche des solutions de 

/i — 5i = o, /j — *f = o, 

contenues dans Tespace compris enlre la surface du prisma- 
toide des periodes el les surfaces limitant Tespace dans 
lequel Tune des fonctions /au moins est infinie; le nombre 
des solutions est donnd par une integrale de la forme 



/ 



N 



dans laquelle N est une puissance de la somme des carrds des 
modules de /i — s^^ f2 — ^2, ... et dans laquelle dV ne 
contient pas5{, ^2, . . . . Gette integrale doit ^tre prise le long 
des surfaces consid<5r6es. Elle est egale a un nombre entier; 
elle est d'ailleurs continue par rapport ^ ^1, 52, . . . . Sa valeur 
est done inddpendante de 5|, ^29 • • • « ce qui demonlre notre 
th(5or6me. 



ZXXVI. — Theoremes de M. Weierstrass. 

Th^oreme I. — Soient Ui, f/2? • • • > ^m ^tn+t , n-\- i fonc- 
tions de x^^ X2, . . ., x„ sans points essentiels a distance 
Jinie et possedant les in mantes systemes de periodes 
simultanees ; elles sont liees entre elles par une relation 
algebrique. 

En eflet, si Ton donne a u^j W2, ... des valeurs ddter- 
mindes, il en resultera un certain nombre k fixe de valeurs 
correspondantes de x<, x^-, . . ., a:^ et, par suite, A" valeurs 
de UnJt.\ ; les fonctions symetriques rationnclles de ces k 
valeurs n'auront pas de points essentiels en ^/|, U2, . . ., u„ 
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et, par suite, seront rationDelles en i/i, U2f •••9 U/n i^ ^^ 
r^sulte que Un^t est racine d'une equation de degre k dont 
les coefficients sont rationnels en c/|, 7/2, . . • , Un. 

Consid^rons deux fonctions U et V, telles que tt/i+o U el 
V sont racines de deux equations de degr^s k k coefficients 
rationnels en Ut^ 2/2? • • • 9 ^^n] quand on se donne u^j u^^ . . . , 
u„j il en r^sulte k syst^mes de valeurs des x\ a chacun de 
ces systemes correspond une valeur deU et Ton peut choisir 
de telle sorte qu'il lui corresponde une valeur de V, de sorte 
que, quand M|, Mj, ...,«„ et U sont donnas, V est deter- 
mine ; V est done rationnellement exprimable au moyen de 

Th^oreme II. — Soient f et F deux fonctions ayant in 
syst^mes de periodes communes et sans points essentiels d, 

distance finie, F pourra s^exprimer rationnellement au 

, . df df df 

moyen de f. -^, ~-> • ••> v — 

Car/ et ses d^riv^es ont les m^mes syst^mes de periodes 
que F. 

CoROLLAiRE. — /(^i ? -Pjj • • m ^n) ^tant unc fonction ayant 
2n periodes simultan^es etpas de points essentiels a distance 
finie, il est clair que /(^j -j-j^j, ^a+JKa* • • •) s'exprimera 
alors rationnellement au moyen de 

f{xi, ar,, . . ., Xn\ f{yu rti • • • . r«) 
et de leurs d^riv^es 

df df df df df 

ox^ dXi dxn dyi dy^ 

XXXVII. — Theoreme de MM. Picard et Poincare. 

Le th^or^me que nous allons ddmontrer a ^t^ ^nonc^ 
autrefois par Riemann, quiTa communique sans demonstra- 
tion a M. Hermite : iietait naturel de le soup^onner, mais sa 
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demonstration ^tait assez difficile; elle a seulement ^t^ don- 
n^e dans ces derniers temps par MM. Picard et Poincar^ 
{Comptes rendus pour i884). 

II est facile de voir qu'une fonction de n variables Xj, 
^2) • • • J ^nt bien d^termin^e et sans points essentiels, ne 
pent avoir plus de 2/t systemes de p6riodes slmultan^es; la 
demonstration de ce fait est facile a ^lablir a Taide des th^o- 
r^mes enonc^s (p. 217 et suiv.). 

Mais les p^riodes d'une fonction qui a an systemes de 
p^riodes simultan6es ne sont pas arbitraires, et le th^oreme 
de MM. Picard et Poincar^ met en Evidence la mani^re dont 
ces p^riodes dependent les unes des aulres. 

So lent 



Wll, 


Wlf, 


• • • > 


Win, 


• • • > 


^\,inj 


««>fll 


*"u, 


. . . , 


Wjn, 


. . . , 


««>1,S«» 


. . . , 


. . . , 


. . . , 


. . . , 


. . . , 


m 

. . . . , 



\ t«>/ii, w„j, ..., Wn/ij •••» W/t,«« 

un sy Sterne de n periodes de la fonction /{x^^ J?2> • • • » ^n) 
si la substitution liniaire 

Xx = WiiXj -+- (DjtXs H-. . .-h a>|nXn, 

i • • ••> 

^n = ««>/tlXi-h (Urt,X,-f-. . .-+- 0)^11 Xn, 

transforme /(^i, ^2> • • • , ^n) ^ti F(X|, Xa, . - . , X„), la 
fonction F(X|, X2, . . . , X„) aura pour periodes 



f I, O, O, ..., O; TS\ij TSit, 



• » 



^In? 



• 1 • • • » 



> '^nny 



O, O, O, ..., 1; Wfli, TBnti 

les quantitis rsij satisfaisant a la condition 

TSij = XBjl, 

Exprimons en eOet rationnellement la fonction y au moyen 
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de n-h \ fonctions aux p^riodes (i), a savoir 

On sail qu'on peut Texprimer ralionnellemenl au moyen de 
ces fonctions, si elles sont convenablement choisies, et que 
Ton peut supposer w^+i fonction alg^brique de Ui, W2, . . ., 
u„ (p. 436). Des relations 

, dui - dui , dui J 

dui = - — dxt -f- - — axi -f- . . . -r- -r — dXn, 

OXi 0X2 OXfi 

on tire d'autres relations de la forme 

!dXx = Pii dUi -4- Pit^I^s H-. . .H- Pint^Wrt, 
dXn = Prti ^Wi-hP/tiC^aj -+-... -hPrt a ^W»; 

et, comme les d^riv^es —■ peuvent s'exprimerrationnellement 

au moyen de W|, u^j •••? W/i+u les coefficients P/y seront 
aussi des fonctions rationnelles de e/i, u^, . . . , 1//1 et de la 
seule irrationnelle Un+\ , fonction alg^biique de Uf , ^2, . . . , Un' 
Faisons alors 

?ty ?3) -••)?/! d^signant des fonctions rationnelles de t. En 
vertu des equations (3), les x seront des integrales ab^liennes 
de premiere esp^ce dans lesquelles la fonction alg^brique Un^\ 
sera d^finie par Tequation 

6(w<, Ma, . . ., a„^i)=:o d^signant la relation qui He entre 
eux les u\ et cette Equation sera irr^ductible si les o sont 
quelconques; de plus, nos integrales ab^liennes seront lin^ai- 
rement ind^pendantes. Lesp^riodes de ces integrales sontde 
la forme 



'WiW/ij-H m^tiini -+-. . .H- m^a^ihtni 
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et il existe entre ces p^riodes des relalions de la forme 

On a vu qu'en eflectuant sur les int^grales abeliennes une 
substitution lin^aire on obtenait des p^riodes normales, 
c'est-a-dire telles que (i bis), ou du moins lelles que (i bis) 

multipli^es par 2 7ty/ — i, ce qui revientau m^me pour I'objet 
que nous avons en vue. Ainsi se Irouve ^tabli lelh6or6me de 
MM. Poincar^ et Picard. 

CoROLLAiRE. — De la r^sulte un theor^me important : 
c'est que 

Toute fonction de n variables sans points essentiels, 
possidant in sysiemes de periodes, pent s'exprimer ra- 
tionnellement au moyen des fonctions 6. 

En effet, on pent Texprimer rationnellement au moyen de 
fonctions ayant un systeme de periodes normales, fonctions 
qui s'expriment rationnellement au moyen des fonctions 6. 

XXXVIII. - Theoreme de M. Poincare. 

Proposons-nous de trouver le nombre des solutions com- 
munes aux Equations 

e(a?i— Cn, art — Cit, . . ., ^p — Cip) =o, 
. ; e(ar, — c,i, a^j— Cji, . . ., ar^— c,p) =o, 

^ I 

\ 0(ari — Cpi, Xt— Cpi, .. ., Xp — Cpp) = o, 
contenues dans un prismatoide des periodes, formules oii 

6(a:i, a?i, .,,, Xp) =\^eS«»*.-^2a,/n,/iy. 

Acet effet, appliquons le theoreme deM.Kronecker(t. Ill, 
p. 190) au systeme (i) pour un prismatoide de periodes, et ob- 
servons que, I'int^grale de M. Kronecker ^tant fonction con- 
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tinue des parametres qu'elle renferme, tant que les fonctions 6 
ne s^anniilcnl pas toutes a la fois sur la surface du prismatoide 
des p^riodes, el, m^me dans cette hypoth^se, si une solution 
sortait du prismatoide des period es, en vertu de la periodi- 
city, il en rentrerait une autre. Cette integrate conserve done 
la m^me valeur enti^re; nous en profiterons pour faire varier 
les coefficients a/y et ramener la fonction 6 ^ la forme 

ou 



e=n(i;«"'"-"*"0 



La fonction 6 est alors un produit de fonctions 6 a une seule 
variable *, mais, dans un parall^logramme des pe^riodes, la fonc- 
tion elliptique 6 n'a qu'un z^ro : le nombre des solutions 
communes aux Equations (i) sera done 1.2. 3. . ,p dans le 
cas particulier que nous examinerons et, par suite, 1 . 2 . 3 . . . /? 
dans le cas g^n^ral. 

Ce th^or^me a ^t^ d^montre par M. Poincar^ dans le 
Bulletin de la Societi mathematiqiie de France pour 1 883. 

CoROLLAiRE. — II r^sultc dc la qu'un syst^me Aep fonctions 
de/? variables poss^dant ip systemes de p^riodes communes 
reprendau moins (2/?)! foislem^mesyst^mede valeurs simul- 
tan^es dans un prismatoide des p^riodes. 



NOTE. 



NOTE SUR LES INTfiGRALES D^FINIES. 

Le Calcul difF^rentiel et integral ^tant pour nous, surtout, 
Tanal^se des fonctions continues, nous avons dearie syst^ma- 
tiquement I'^tude des fonctions discontinues*, nous avons 
cependant fait observer (t. Ill, p. 17) qu'une fonction pou- 
vait avoir une integrate sans ^tre continue; nous allons faire 
connaitre ici la condition necessaire et suffisante d'apr^s 
Riemann pour qu'une fonction admettc une int^grale. 

Une fonction qui ne croit pas au dela de toute limite dans 
uncertain intervalle etqui dans le mdme intervalle ned^croit 
pas non plus au del^ de toute limite a n^cessairement dans 
cet intervalle ce que nous pouvons appeler un maximum 
absolu et un minimum absolu, c'est-a-dire qu'il doit exister 
une quantity M qu'elle ne pent d^passer, mais dont elle pent 
diff^rer d'aussi peu que I'on veut. Nous avons vu que ce maxi- 
mum M ^tait efiectivement atteint quand la fonction etait 
continue (Note au Tome I); de m^me il existe une quantity 
m au-dessous de laquelle la fonction ne peut pas descendre, 
mais dont elle peut approcher autantque I'on veut, etqu'elle 
atteint efTectivement si elle est continue. 

Quand une fonction dans un intervalle (a, 6) ne pourra 
ni croitre, ni d^croitre au dela de toute limite, nous dirons 
qu'elle est limitee dans cet intervalle. Nous appellerons 
oscillation d'une fonction limitee dans un intervalle (a, b) 
la difference en tre son maximum et son minimum absolu 
dans cet intervalle. 
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Theoreme de Riemann. 

Pour qu' une fonction f{x) limitie tant inferieurement 
que superieurement dans un intervalle (a, b) puisse 6tre 
integree entre les limites a et b.> a^ il faut et il suffit 
que : IHntervalle (a, b) ayarti ete partagi en d^au- 
ires infiniment petits et infiniment nombreux (a, x^), 
(xij X2), . .., (^/j_i, b), la somme s de ces intervallesy 
dans lesquels I'oscillation est supdrieure d une quantity 
finie fixe e, puisse etre prise moindre que toute quantiti 
donnie. 

En effet, supposons a <i x ^ <C oc^ <. - * • <^ ^/i-< <ib el 
Xi — a = 0{, Xf — Xi = (iif x% — ^Tj = 83) 



• • • » 



soient M^le maximum absolu de/(;z:) dans 1 'intervalle (a7A_ I , o^a) , 
nik son minimum absolu et D)t= M^ — ntk Toscillation. 

1° Je dis que la somme \^M>t8;t a une limite quand on fait 

croitre n ind^finiment : en effet, en appelant [x la plus grande 
des quantil^s Mj^, on a 

2M;t8A< p.'X^* ou <[x(6 — a). 

Si alors, pour calculer la limite de \]Ma3a, on subdivise les 

intervalles (a, J?|), (a?!, J^a), ..., la somme V^M^S^t se 

trouvera remplacee par une autre qui ne pourra pas 6lre 
moindre que la pr(5c^dentc, mais qui sera toujours inf^rieure 
k p.(6 — a); si done on fait croitre le nombre des intervalles 

par subdivisions successives N^M^S^k ira en croissant sans 

d^passer [x(6 — a) : il aura done une limite L. Maintenant je 

dis que, de quelque mani^re que croisse le nombre n, \ M^^^ 

aura la m^me limite L. En effet, soil {a^y^^ (/<> J^a)? • • •> 
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{yp-ii b) un mode de subdivision (A) form^ de tous les 
points de division communs k deux modes 

(B) (a, ar,), (arj, arj), . .., (a:«-i, 6), 

(G) (a, zi), (z,, 5,), ..., (zy-i, 6), 

en sorte qu'un y soil 6gal 4 un j!r ou ^ un ^. Soient ^^^ ^b? ^c 
les sommes ^^M^S^t relatives k ces Irois modes de subdivi- 
sion ; 5^ — Jc pent Atre pris moindre que - » 5^ — ^c igalement ; 

done 5^ — ^B P®^^ ^tre pris moindre que e ; done ^M^S* a une 
limite unique et bien d^termin^e. 

k = n 

2^ La somme \ m^Sj^ a une limite bien d^termin^e. 

3** II en r^sulte que ^(M^ — mis)ok ou ^D^Sj^ a une 
limite bien d^termii^^e et, si cette limite est nuUe, la quantity 

\. ^k/( ^k -+- ^k 8a )» 

i 

8a ^tant compris entre o et i , aura la m^me limite que \^Ma5a, 
ou que ^mAO^aura une limite bien d^termin^e; or cette der- 

ni^re somme est la valeur de Tint^grale / f{x)dx : ainsi 

cette int^grale existera si lim^D^o^^o. Telle est la veri- 
table condition necessaire et suffisanle pour que Tint^grale 
existe, et si /est continue, D^ etant aussi petit que I'on veut, 

N^D^Sa est moindre que e(6 — a), e ^tant aussi petit que 

I'on veut; par suite, lim^D^tS;^ est nul et rint^grale existe 
comme on Ta vu au tome III. 

Pour que \^D;tOjk ait pour limite z^ro, il sufBt que la 
somme s des intervalles dans lesquels D^ > e tende vers z^ro ; 
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en efTet, la somme des intervalles dans lesquels Da<[£ est 
b — a — s, el Ton a dvidemment 

^Dkh<^{b -^ a -- s)^ sQ, 

6 d^signant la plus grande valeur de D^. Or e(& — a — s) 
pouvant etre pris aussi petit que Ton veut, il sufCt que s ait 
pour limite o, puisque est fini, pour que Tint^grale existe. 

c. Q. F. D. 

N. B. — Ces considerations permettent de donner plus 
de g^n^ralite que nous ne Tavons fait k la th^orie des series 
trigonom^lriques ; mais les d^veloppements qui en resulte- 
raient appartiennent, il me semble, k une branche de TAna- 
lyse qui ne fait que de naitre et qui ne nous sera d'aucune 
utility dans la suite de cet Ouvrage. 



FIN DU TOUE QUATRIEME. 
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